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OZET

TAM KARE SAYI DiZiSi, TAM KARE LUCAS SAYI DIZiSi VE
POLINOMILARI

Bu tez caligmasinda, sayilar teorisinin temel yap1 taglarindan olan tam kare say1 dizisi
derinlemesine incelenmistir. Tam kare say1 dizisinin, Fibonacci ve Lucas sayi dizileriyle
olan iligkisini gosteren genel bir esitligin elde edilmesi ve "Tam Kare Lucas Say1 Dizisi"
nin tanimlanmasi literatiire yeni birer katki olusturmustur. Calisma kapsaminda
tanimlanan ilgili dizi i¢in Binet formiilii, iirete¢ fonksiyonu ve toplam formiilii analitik

yontemlerle elde edilmistir.

Ayrica, tam kare Lucas say1 dizisinin Fibonacci ve Lucas dizileriyle olan cebirsel baglari
kurularak, Cassini, Catalan gibi temel 6zdesliklerin bu yeni dizi iizerindeki karsiliklar

ispatlanmistir. S6z konusu dizinin matris temsili de sunulmustur.

Tam kare say1 dizisi ve tam kare Lucas say1 dizisi polinomlara, ardindan kuaterniyon,
hibrit sayilar ve hibrit kuaterniyon yapilarina genellestirilmistir. Bu cebirsel yapilar i¢in
karakteristik denklemler ve matris temsilleri sunulmus; dizilerin ¢ok boyutlu uzaylardaki
davraniglar1 sistematik bir sekilde analiz edilmistir. Bu ¢alisma, tam kare say1 dizisinin

modern cebirsel sistemlerle biitlinlestirilmesi agisindan 6zgiin bir aragtirma sunmaktadir.

Bu tez kapsaminda elde edilen bazi sonuglar, Mathematica Montisnigri dergisinde
yayimlanan “On a Generalization of the Perfect Square Sequence and Its Polynomial”
baslikli makalede (vol. 62, no. 2, 2025, pp. 64—77) ve Bulletin of the Transilvania
University of Brasov, Series Ill: Mathematics and Computer Science dergisinde
yaymmlanmak iizere kabul edilen “Perfect Square and Perfect Square Lucas Quaternions

and Their Hybrid Extensions” basliklt makalede sunulmustur.
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ABSTRACT

PERFECT SQUARE NUMBER SEQUENCE, PERFECT SQUARE
LUCAS NUMBER SEQUENCE, AND THEIR POLYNOMIALS

In this thesis, the sequence of perfect square numbers, one of the fundamental structures
of number theory, is investigated in depth. The derivation of a general identity relating
the perfect square number sequence to the Fibonacci and Lucas sequences, together with
the introduction of the Perfect Square Lucas Sequence, constitutes a novel contribution
to the literature. For the newly defined sequence, the Binet formula, generating function,

and summation formula are derived analytically.

Furthermore, the algebraic relationships between the Perfect Square Lucas Sequence and
the Fibonacci and Lucas sequences are established, and analogues of classical identities,
including the Cassini and Catalan identities, are proved. A matrix representation of the

sequence is also presented.

Finally, both the perfect square number sequence and the Perfect Square Lucas Sequence
are generalized to polynomial, quaternion, hybrid number, and hybrid quaternion
structures. Characteristic equations and matrix representations are obtained, and the
behavior of these sequences in multidimensional spaces is analyzed. This study provides
an original contribution to the integration of the perfect square number sequence with

modern algebraic systems.

Some of the results presented in this thesis have been published in the article “On a
Generalization of the Perfect Square Sequence and Its Polynomial” in Mathematica
Montisnigri (vol. 62, no. 2, 2025, pp. 64—77) and in the article “Perfect Square and Perfect
Square Lucas Quaternions and Their Hybrid Extensions”, accepted for publication in
Bulletin of the Transilvania University of Brasov, Series Ill: Mathematics and Computer

Science.
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SEMBOL LISTESI

Z

: Dogal Sayilar Kiimesi
: Hibrit Sayilar Kiimesi

: Kuaterniyon

det(4) : A Matrisinin Determinanti

sLH,
SQn

sLQ,

sHQ,,
sLHQ, :
Fy(x)
L, (%)
Sn(x)
sL,,(x)
Gr(x)
GL(%)
Gs(x)

GsL (x)

: Toplam sembolii

: Fibonacci say1 dizisi

: Lucas say1 dizisi
: Tam kare say1 dizisi

: Tam kare Lucas say1 dizisi

: Tam kare hibrit say1 dizisi

: Tam kare Lucas hibrit say1 dizisi
: Tam kare kuaterniyonu

: Tam kare Lucas kuaterniyonu

: Tam kare hibrit kuaterniyonu

Tam kare Lucas hibrit kuaterniyon
: Fibonacci Polinomu

: Lucas Polinomu

: Tam kare say1 dizisi polinomu

: Tam kare Lucas say1 dizisi polinomu

: Fibonacci say1 dizinin iireteg¢ fonksiyonu

: Lucas say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu

: Tam kare say1 dizisinin iireteg fonksiyonu

: Tam kare Lucas say1 dizisinin tirete¢ fonksiyonu



Gr(t,x) :
G,(t,x) :
Gs(t,x)
Gy (t,x):
Gso(x)
Gspo(X) :
Gsp(x)
Gsn (%) :
Gsho(x) :

Gsing (x):

Fibonacci polinomunun iirete¢ fonksiyonu

Lucas polinomunun iirete¢ fonksiyonu

: Tam kare polinomunun iirete¢ fonksiyonu

Tam kare Lucas polinomunun iirete¢ fonksiyonu

: Tam kare Kuaterniyonun iirete¢ fonksiyonu

Tam kare Lucas Kuaterniyonun iirete¢ fonksiyonu

: Tam kare Hibrit say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu

Tam kare Lucas Hibrit say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu

Tam kare Hibrit Kuaterniyon say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu

Tam kare Lucas Hibrit Kuaterniyon say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu

vi



TABLO LIiSTESI

Tablo 2.1 Kuaterniyon birimlerinin ¢arpilmast ..........ccceeeeveevieriiienieeiiienieeeesee e 7
Tablo 2.2 Hibrit birimlerinin ¢arpilmast.........ccccecvieeiiieeiiieeieecee e 7
Tablo 3.1 Tam Kare POlNOMIATT .........cccoeeiiiiiiiieiieiecieeecece e 22

Tablo 3.2 Tam Kare Lucas Polinomlar:

vil



1. GIRIS
Sayilar teorisinin temel ¢caligma alanlarindan biri olan diziler, sayilar arasindaki diizenin,
iliskilerin ve matematiksel modellerin incelenmesinde kritik bir rol oynamaktadir. Bir
say1 dizisi, genellikle belirli bir kurala dayanan ve yinelemeli bir bagintiyla tanimlanan
siralt kiimelerdir. Bu yapilar, sadece aritmetik iligkilerin anlasilmasma degil, ayni

zamanda karmasik cebirsel ve analitik sistemlerin ¢oziimlenmesine de katki sunmaktadir.

Diziler, uzun yillar boyunca birgok matematik¢i tarafindan arastirilmig, bu calismalar

neticesinde farkl tiirlerde say1 dizileri tanimlanmis ve cesitli alanlarda uygulanmastir.

Literatiirde en koklii ve lizerinde en ¢ok ¢aligma yapilan dizilerin basinda Fibonacci (F,)
ve Lucas (L,) dizileri gelmektedir. Fibonacci say1 dizisi ilk olarak Leonardo Fibonacci
tarafindan 1202 yilinda yazilan Liber Abaci adl1 eserde ortaya konulmustur. Fibonacci bu
eserinde tavsanlarin lireme siirecini modelleyen bir problem araciligiyla s6z konusu diziyi
tanitmistir. Problemin varsayimina gore baslangigta bir ¢ift tavsan bulunmaktadir; bu
tavsan cifti bir ay sonra olgunlagmakta ve olgunlastiktan sonra her ay yeni bir tavsan cifti
dogurmaktadir. Tavsanlarin 6lmedigi kabul edildiginde, her ay olusan tavsan ¢iftlerinin
say1s1 kendisinden 6nceki iki ayin toplamina esit olmaktadir. Bu durum Fibonacci say1
dizisinin tekrarlama yapisint ortaya koymaktadir. Fibonacci say1 dizisi ile yakindan
iliskili olan Lucas say1 dizisi ise ayni yineleme bagintisini saglayan ancak L, = 2 ve

L; = 1 baslangi¢ degerlerine sahip bir dizidir [1,2].

Bu iki dizi, hem teorik hem de uygulamali matematikte temel bir konuma sahiptir.
Fibonacci say1 dizisi, 6zellikle dogada gozlenen diizende, ornegin bitkilerin yaprak
dizilimlerinde, ar1 popiilasyonlarinda ve ¢icek yaprak sayilarinda goriilmektedir [1].
Bununla birlikte, Fibonacci say1 dizisi; ¢izge teorisi [3], biyomatematik [4], kimya [5] ve

mithendislik [6] gibi pek ¢ok bilim dalinda da uygulama alan1 bulmustur.

Fibonacci sayr dizisinin pek ¢ok genellestirmesi literatiirde tanimlanmistir. Bu
genellestirmeler, dizinin temel yineleme bagintisina ek parametreler veya farkli baslangic
kosullar1 eklenmesiyle elde edilmektedir. Ornegin k-Jacobsthal, k-Oresme-Lucas,
Leonardo, Fibonacci k-sayilar1 ve genellestirilmis (k,r)- Pell ve Pell-Lucas say1 dizileri

bu genellestirmelere 6rnek olarak gosterilebilir [7-11].



Bilim insanlar1, Fibonacci ve Lucas dizilerinin benzer 6zelliklerinden yola ¢ikarak bircok
yeni say1 dizisi gelistirmistir. Bu diziler arasindaki iliskilerin arastirilmasi, sayilar
teorisinde yeni sonuglarin elde edilmesine olanak tanimistir [11-18]. Ornegin, Sabaa ve
arkadaslar1 Mersenne—Lucas say1 dizisini tanimlamis ve bu dizinin Mersenne sayilari ile

iliskisini inceleyerek bu iki dizi arasindaki yineleme bagitisini elde etmislerdir [19].

Celemoglu, Pell-Leonardo sayilar iizerine yaptig1 calismasinda; Leonardo sayilarinin
Pell sayilar1 ile iligkisini gdstermis, ayrica bu sayilarin 6zellikleri ve matris gosterimlerini
vermistir [20]. Koken ve Bozkurt, Jacobsthal-Lucas sayilarini matris yontemiyle

incelemislerdir [21].

Bu c¢er¢evede Fibonacci ve Lucas dizileri, yalnizca teorik olarak degil, ayn1 zamanda
kombinatorik, matris teorisi ve uygulamali matematik gibi dallarda da uygulama alani
bulmustur. Bu diziler, sayilarin yapisal 6zelliklerinin incelenmesinde sik¢a bagvurulan iki

temel dizidir.

Bu tez ¢alismasinda, karesel bir artis dinamigine sahip olan tam kare say1 dizisi (s,, = n?)
odaga alimmistir. Tam kare sayilarin geometrik diizendeki simetrisi ve miihendislik
tasarimlarindaki yapisal karsilifi, bu sayilari hem teorik hem de pratik caligmalarda
onemli kilar. Caligmanin temel motivasyonu, bu karesel yapiy1 klasik Fibonacci ve Lucas
dizileriyle iligkilendirerek literatiire "Tam Kare Lucas Say1 Dizisi" (sL,) kavramini

kazandirmaktir.

Calismanin  kapsami1 sadece reel say1 dizileriyle smirli kalmayip; ilgili diziler
polinomlara, 1843 yilinda Hamilton tarafindan tanimlanan kuaterniyonlara [22], Ozdemir
tarafindan sunulan hibrit sayilara [23] ve hibrit kuaterniyonlara [24] genellestirilmistir.
Bu genellestirme, dizilerin komiitatif (degismeli) olmayan cebirsel yapilardaki

davranislarini incelemeyi ve yeni 6zdeslikler elde etmeyi amaglamaktadir.

Bu yapilara ait Binet formiilleri, yineleme bagintilar1 ve iiretec fonksiyonlari

tanimlanarak, birbirleriyle olan iligkileri sistematik bigimde analiz edilmistir.

Sonug olarak, tam kare sayilarin kuaterniyon ve hibrit yapilarda incelenmesi, hem sayilar

teorisinde hem de cebirsel analiz alaninda yeni bir bakis agist kazandirmaktadir.

Bu yaklasim, dizilerin modern cebirsel sistemlerle biitiinlestirilmesi agisindan 6zgiin ve

gelistirilebilir bir arastirma yonii sunmaktadir.



Bu ¢aligmada elde edilen diziler ve esitlikler yalnizca teorik matematik agisindan degil,
ayni zamanda bilgisayar grafikleri, sinyal isleme, kriptografi ve fiziksel modelleme gibi

uygulamali bilim alanlarinda da potansiyel katkilar sunmaktadir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, tezin ilerleyen kisimlarinda elde edilecek bulgulara ve yapilacak analizlere
temel teskil eden kavramsal cerceve ve matematiksel yontemler sunulmaktadir. Bu
caligmanin temel odak noktasini teskil eden Fibonacci ve Lucas dizileri, ilgili polinomlar
ve tam kare say1 dizileri; temel tanimlari, karakteristik yineleme bagintilar1 ve iireteg

fonksiyonlar1 baglaminda kapsamli bir bigimde incelenmistir.

Ayrica, bu dizilerin cebirsel 6zellikleri; kompleks, dual ve hiperbolik say1 sistemlerinin
birer geniglemesi olan kuaterniyonlar ve hibrit say1 yapilari igerisine tasinarak
incelenmektedir. Bu kapsamda, Once ilgili say1 dizilerinin teorik altyapist verilmis,
ardindan bu dizilerin entegre edilecegi cok boyutlu say1 sistemlerinin ¢arpim kurallar1 ve
yapisal Ozellikleri tanimlanmistir. Boliimde sunulan bu teorik hazirlik, dizilerin bu
sistemlerdeki karakteristik 6zelliklerinin belirlenmesi ve yeni formiillerin tiiretilmesi i¢in

gerekli zemini olusturmaktadir. Bu tezde n € N oldugu kabul edilmistir.

2.1 Fibonacci ve Lucas Say1 Dizileri

Fibonacci ve Lucas dizilerinin temel yineleme bagintilar1 sirasiyla asagidadir;
Fn+2=Fn+1+Fn,F0=0V6F1=1, (2.1)
ve
Lyyo =Lpyq+Lp,Log=2vel, =1. (2.2)
Bu dizilerin iirete¢ fonksiyonlari ise sirastyla

GF(X) = Z F x" m (23)

veE
GL(X) = Z L x™ m (24)

seklinde verilir.
Bu tanimlar, dizilerin kapali bigimlerinin elde edilmesi ve 6zelliklerinin analiz edilmesi

acisindan temel 6neme sahiptir.

2.2 Fibonacci ve Lucas Polinomlari

Fibonacci polinomlar1 F, (x), birinci dereceden polinomlarin lineer kombinasyonlariyla



tanimlanir ve asagidaki sekilde ifade edilir.
n = 2icin E,(x) = xF,_;(x) + F,_,(x) ,Fy(x) = 0,F;(x) =1 (2.5)
Lucas polinomlar1 L, (x) ise benzer bir yineleme bagintisi ile tanimlanir ve

Ln(x) = xLy 1 (x) + Lp_5(x), Lo(x) = 2,L;1(x) = x (2.6)
seklinde verilir [25].

Doman ve Williams (1981) yaptiklar1 ¢alismada, bu polinomlarin yalnizca say1 dizisi
olarak degil, ayn1 zamanda {irete¢ fonksiyonlar1 araciligiyla da incelenebildigini

gostermistir. Fibonacci polinomlarinin tirete¢ fonksiyonu:

= t
Gr(t,x) = z F, s 2.7
(60 =) B @t = ———— (27)
n=0
dir [25].
Lucas polinomlar1 i¢in iirete¢ fonksiyonu ise:
G(tx)—iL (otn = —2— X (2.8)
LN " C1—xt—t2 '
n:

seklinde verilir [25].

Bu yapi, polinomlarin simetri 6zelliklerinin ve toplam formiillerinin tiiretilmesine olanak
saglar. Caligmamizda, Fibonacci ve Lucas polinomlar1 teorik c¢erceve olarak

kullanilmustir [25].

2.3 Tam Kare Say Dizisi

Tam kare say1 dizisi {s,, }n- ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir:
s, = n? (2.9)
Bu dizinin ilk birkag terimi asagida verilmistir:

{0,1,4,9,16,25, ... }.

Tam kare say1 dizisi i¢in kullanilan birinci mertebeden ve homojen olmayan yineleme

bagintisi

Sp =Sp_1 + 2n—=1, (s =0,n=>1) (2.10)



seklindedir.
Tam kare say1 dizisinin Binet formiilii, n > 0 olmak iizere, s,, = n? dir.

Bu dizinin iirete¢ fonksiyonu,

[ee]

x + x?
GS(X) = Z snx" = m (211)

n=0

olarak elde edilmektedir [26]. (Burada referans verilen kitapta esitlik tam olarak
gecmemektedir ama yapilan baz1 matematiksel islemlerle (2.11) esitligi kolayca elde

edilebilir.)

2.4 Kuaterniyonlar

Kuaterniyonlar, 1843 yilinda William Rowan Hamilton tarafindan tanimlanmis ve
kompleks sayilarin bir genellemesi olarak kabul edilmistir. Bu yapilar, 6zellikle {i¢
boyutlu uzayda dontisiimlerin modellenmesi ve yonelimlerin temsilinde biiyiikk 6neme
sahiptir. Gergel ve kompleks sayilardan farkli olarak, kuaterniyonlar degismeli olmayan
bir cebirsel yap1 olusturur. Hamilton, kuaterniyon kavramini ii¢ boyutlu uzayda iki yonlii
dogrultunun orani veya esdeger bicimde iki vektoriin boliinmesi olarak tanimlamigtir

[22].

Kuaterniyonlar, bilgisayar bilimi, fizik, miihendislik, robotik ve kuantum mekanigi gibi
bircok temel alanda bir matematiksel ara¢ haline gelmistir. Ozellikle ii¢ boyutlu uzay
dontistimlerinin modellenmesinde 6nemli bir rol oynarlar. Bu kapsamda, Horadam
(1963), Fibonacci kuaterniyonlar1 kavramini tanitarak bu yapilarin tanimlanmasi ve

analizi i¢in genel bir ¢erceve olusturmustur [27].
Genel olarak bir kuaterniyon su sekilde tanimlanir:
q=a+bi+cj+dk, a,b,c,d € R,
burada i, j, k birim kuaterniyonlardir ve asagidaki ¢arpim kurallarimi saglarlar:
i2=j2=k?=ijk=-1.

Bu 6zellikler, kuaterniyonlarin cebirsel yapisini belirler ve onlar1 hem reel hem de
kompleks say1 sisteminden farkli kilar [22].

Bu birimlerin ¢carpma kurallari, agagidaki Tablo 2.1'de verilmistir.



Tablo 2.1 Kuaterniyon birimlerinin ¢arpilmasi

i Ji k
i -1 k —j
j —k -1 i
k j —i -1

2.5 Hibrit Sayilar ve Hibrit Kuaterniyonlar

Ozdemir [23] kompleks, dual ve hiperbolik say1 sistemlerini kapsayan hibrit sayilar
kavramini tanitmig ve bu sayilara iliskin temel 6zellikleri ayrintili bicimde incelemistir.
Hibrit say1 sistemi, farkli say1 sistemlerini bir araya getiren genellestirilmis bir cebirsel

yap1 olup, bu yoniiyle klasik say1 sistemlerinin ortak bir ¢at1 altinda toplanmasini saglar.

Hibrit sayilar kiimesi

H={a+bi+ce+dh:ab,c,d€ER,i’?=-1,=0,h*=1,ih=—hi=c¢c+1i}
sekilde tanimlanir.

Bu yap1, kompleks, dual ve hiperbolik say1 sistemlerinin bir genellemesi olup; burada
i kompleks birimi, € dual birimi ve h hiperbolik birimi temsil etmektedir. Bu iigliiye
hibrit birimleri adi verilmektedir. Hibrit birimleri arasindaki ¢arpma kurallar1 Tablo

2.2°de verilmistir.

Tablo 2.2 Hibrit birimlerinin ¢arpilmasi

i € h
[ 1 1—-nh e+i
€ 1+h 0 —&
h —&—1 € 1

Bu tablo, hibrit say1 sisteminin cebirsel yapisin1 agik bicimde gdstermekte olup, klasik

say1 sistemlerinden farkli olarak bu yapmin komiitatif olmayan bir carpma o6zelligi



tasidigini ortaya koymaktadir. Boylece hibrit sayilari, kompleks diizlemin 6tesinde daha
genis bir say1 uzay1 tanimlar ve cebirsel analizde ¢ok boyutlu iligkilerin incelenmesine
olanak tanir. Dagdeviren ve Kuruz, Hibrit kuaterniyon sayilarini tanitmig ve bu yapilarin
cesitli say1 dizilerinde olan uygulamalarini ele almislardir [24]. Hibrit kuaterniyonlar,
klasik kuaterniyonlarin bir genislemesi olup; gercel, kompleks, dual ve hiperbolik
bilesenleri ayn1 anda iceren birlesik bir yapidir. Bu sayede, hem cebirsel hem de

geometrik sistemlerde daha zengin bir temsil giicii saglarlar [24].



3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu béliimde, tam kare say1 dizisi i¢in yeni bir yineleme bagintis1 tanimlanmistir. Bu
diziye ait toplam formiilii ve ¢esitli 6zdeslikler; Cassini, Catalan, d’Ocagne, Vajda ve
Halton 6zdeslikleri verilmistir. S6z konusu 6zdeslikler, matematigin farkli alanlarinda
onemli bir yere sahiptir. Ornegin, Cassini 6zdesligi, Curry’nin Paradoksu’nda temel bir

rol oynamakta ve dizilerin yapisal 6zelliklerini ortaya koymaktadir [1].

Ayrica, tam kare say1 dizisinin Fibonacci ve Lucas say1 dizileri ile iligkisini veren genel

bir esitlik elde edilmistir.

Tam kare say1 dizisi ve Lucas say1 dizisinin 6zellikleri kullanilarak,”” Tam kare Lucas
say1 dizisi’’ ad1 verilen yeni bir dizi tanimlanmis ve bu dizinin Binet formiilii ile {ireteg
fonksiyonu elde edilmistir. Boylece, hem tam kare say1 dizisi hem de tam kare Lucas say1

dizisinin analitik 6zellikleri ortaya konulmustur.

Tam kare Lucas sayr dizisi negatif indekslere genisletilerek dizinin kapsami
genigletilmigstir. Negatif indeksli terimlerin tanimlanmasi, dizinin simetrik 6zelliklerinin

ve genel davraniginin daha biitiinciil bir bicimde incelenmesine olanak saglamgtir.
Ayrica, tam kare Lucas sayilarinin sagladigi belirli 6zdeslikler ispatlanmistir.

Tam kare say1 dizisi ile tam kare Lucas say1 dizisi arasinda analitik ve cebirsel iligkiler
kurulmus, bu iki dizi arasindaki bagintilar ayrintili olarak elde edilmistir. Boylece, tam
kare sayilarin Lucas say1 dizisi ile olan yapisal bagi, dizilerin ortak 6zellikleri tizerinden

ifade edilmistir.

Fibonacci, Lucas, tam kare ve tam kare Lucas say1 dizileri arasinda ortak bir yap1 gdsteren

bir esitlik elde edilerek bu dizilerin birbirleriyle olan baglantilar1 ortaya konmustur.

Bu esitlik ile diziler arasindaki doniisiim iliskileri ve ortak ozellikler sistematik bicimde

analiz edilmisgtir.

Sonra tam kare polinomlar1 ve tam kare Lucas polinomlar1 tanimlanarak bu polinomlarin
temel Ozellikleri ayrintili olarak ele alinmigtir. Bu polinomlarin Binet formiilleri
cikarilmig, bu formiiller yardimiyla polinomlarin kapali bigimde ifade edilebilecegi

gosterilmistir. Ayrica, polinomlara ait lirete¢ fonksiyonlar1 elde edilmistir.



Bu polinomlarin sagladig1 bazi esitlikler ve 6zdeslikler ispatlanmis, ayrica s6z konusu
polinomlarin matris temsilleri ayrintili bigimde verilmistir. Bdylece, tam kare
polinomlar1 ve tam kare Lucas polinomlarinin cebirsel, analitik ve lineer cebirsel yonleri
biitiinctil bir bigimde incelenmistir. Son olarak, tanimladigimiz tam kare
kuaterniyonlarinin ve tam kare Lucas kuaterniyonlarinin hibrit sayilar1 ve hibrit
kuaterniyonlar {izerine odaklanilmigtir. Bu yapilara ait Binet formiilleri, yineleme

bagintilar1 ve lirete¢ fonksiyonlar1 ayrintili bigimde elde edilmistir.

Ayrica, bu say1 dizileri arasindaki karsilikli iligkiler incelenmis ve aralarindaki yapisal
benzerlikler ortaya konmustur.

3.1 Tam Kare Say1 Dizisinin Ozellikleri

Simdi tam kare say1 dizisi i¢in yeni bir yineleme bagintisini1 agagidaki teorem ile verelim.

Teorem 3.1 Tam kare say1 dizisi asagida birinci mertebeden, homojen olmayan ve

degisken katsayili yinelemeli bagint1 ile ifade edilebilmektedir [28].

0 ,n=0
_ 1 n=1
Sp = ’ 3.1)
n+2ml g >0
n—-1

Ispat. Burada amacimiz temel tanima varabilmektir, s, = n?. Tiimevarim ydntemi

kullanarak ispatlanacaktir.

s, =2+ 2=24+2=4 (3.2)
olup n = 2 i¢in iddianin dogru oldugu goriiliir.

n — 1 i¢in teoremin dogru oldugunu kabul edelim. O halde, s,_, = (n — 1)? dir.

n i¢in dogru oldugunu gdsterelim. Bunu s, de yerine yazarsak,

Nnsy_ n(n-1)>2
Sp = n4lnsto g g BOTD
n—1 n-1

(3.3)
elde edilir.
n = 2i¢inn — 1 # 0 oldugundan,

s,=n+nn-—1)=n? o
Asagida verilen teoremde, tam kare say1 dizisinin Fibonacci ve Lucas say1 dizileri ile

iligkisi ifade edilmektedir.

B = 1—2\/3 ve A,_; = (W‘llﬂ - Sn—i) olsun. Bu

Teorem 3.2 «a = 1+2\/§
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takdirde; F,,L, ve tam kare say1 dizisi s, arasinda iliski,

—ZZFHlAn l ZL A, +2 (ﬁla ﬁ“)An_i, (3.4)

bagintistyla verilir [28].

x+x2

Ispat. Ispat icin tam kare say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu olan Gg(x) = o

esitliginden yola ¢ikacagiz. ifadeyi 1 — x — x? ile garpip bélerek yeniden diizenlersek:

x+x? 1—x—x?
1—-x—x%2 (1—x)3

C%(X) =

Bu esitligin sag tarafini, iki ayr1 lirete¢ fonksiyonunun Cauchy ¢arpimi olarak analiz
edelim. Ilk ¢arpami Fibonacci ve Lucas dizilerinin iirete¢ fonksiyonlar1 cinsinden
parcalarsak:

x+x2 2 2—x x2

1—x—x2 1-x—x2  1-x—x2 1-x-x2

Bu ifadenin kuvvet serisi agilimi su sekildedir:

x + x? a-pat
1—x—x2_zan+1x ZLx +zﬁ d x™.

e 1-x—x2
Ikinci ¢arpan olan TR

ifadesini ise bilinen seriler yardimiyla agalim:
(00} oo

1-x—x* 1 x + x? _Z(n+1)(n+2) . Z .
1-x° (U-x° (1-=x)3 2~ SnX

n=0 n=0

Bu seriyi ortak parantezde toplarsak, katsayilar1 A,, olan seriyi elde ederiz:

[oe]

Z [(n + 1)2(n +2) s an = i 4

n=0 n=0

Son olarak, her iki ¢arpanin serilerini birbiriyle ¢arptigimizda, x™ nin katsayisi olan s,

degeri

n n n . .
Bla—Ba’
Sp = zz Fiy1An—i — z LiAp—; + Z “a—p Ay
i=o i=o '

11



olarak elde edilir. O

Onerme 3.1 k > 1 ve j > 0 olmak iizere,

-

nk? k? , k? o ‘2
Ski+j = Sn T+ 7+k] +n z+k]+] + (3.5)

i=0
seklindedir [28].

Ispat. Tam kare say1 dizisinin Binet formiilii (2.9) ve sonlu toplam formiilleri kullanilirsa,

n n n n n
Zskiﬂ- - Z(ki +j)2 = Z(ki)z +z 2kij + zjz
[ i=0

i=0 i=0 l
n
=k221 +2k]Zl+] 21
nn+1 2n+1 nn+1
= k? ( )6( )+2k]—(2 )+j2(n+1)
k(2 n® + 3n? + n)

= c +kj(n?+n) + j2(n+1)
2

= K(Znsn + 3s, +n) + kj(s, +n) + (n + 1)j2

=5 ("4 St tg) 4 n(S 4k +7) + 52

elde edilir. m]

Onerme 3.2 (Cassini Ozdesligi)

Sp-1Sn+1 — S2 =1 —2n? (3.6)
esitligi saglanir [28].
Ispat. Tam kare say1 dizisi igin Binet formiilii (2.9) kullamilirsa,
Sp-1Sn+1 — Sp = (n—1)*(n+ 1)* —n*
=2 -1)%-n*
=1-2n?
olur. m|

Onerme 3.2°de ispatlanan s,,_;S,,.; — s2 = 1 — 2n? bagmtisi, tam kare say1 dizisinin
Fibonacci say1 dizisinden farkini ortaya koymaktadir. Klasik Fibonacci say1 dizisinde
Cassini 6zdesligi sabit bir deger olan (—1)™ sonucunu verirken, tam kare say1 dizisinde

bu farkin n degiskenine bagli olarak karesel bir hizla biiylimesi dikkat c¢ekicidir.

12



Geometrik olarak bu durum, kenar uzunluklari dizinin ardisik terimleri olan
dikdortgenlerin alanlar1 ile terimin kendi karesi (alani) arasindaki farkin sabit
kalmadigini, aksine dizinin ilerleyen basamaklarinda bu farkin arttigimmi gosterir. Bu
sonug, tam kare say1 dizisinin klasik yinelemeli dizilerine kiyasla daha belirgin bir
bliylime sergiledigini ve dizinin ardigik ii¢ terimi arasindaki simetrinin n biiylidiik¢e

karesel bir sapmaya ugradigini kanitlamaktadir.

mimkiindir [28].

Sn-1Sn41 = (Sp — 1)? (3.7)
Ispat. Tam kare say1 dizisi i¢in Cassini 6zdesligi ve Binet formiilii kullanilirsa,

Sp—1Sn+1 = S2+ 1 —2n?
S,_1S =s2+1-2s
n-1°n+1 — n n
il 2
Sp—1Sn+1 = (Sn - 1)

elde edilir. O

Onerme 3.3 (Catalan Ozdesligi) n,r € N olmak iizere,

SpeySpar — S2 =14 —=2r?%s, (3.8)

esitligi saglanir [28].
Ispat. Tam kare say1 dizisi i¢in Binet formiilii kullanirsak,
SprSp+r — Sp = (M —1)*(n +71)? —n*
— (le _ 7'2)2 _ n4
=n*—-2n%r? +r* —n*
=r*—2r2s,

bulunur. O

Onerme 3.4 (d’Ocagne Ozdesligi) r € N olmak iizere ve < n i¢gin

Sn41Sr — SpSry1 = (r—n)(r + n + 2nr) (3.9

esitligi saglanir [28].

Ispat. Tam kare say1 dizisinin binet formiilii kullanilirsa istenilen asagidaki gibi elde

edilir.

13



Sn+1Sr 7 SnSr+1 = (Tl + 1)2T2 - nZ(r + 1)2

=r’n?+2n+ 1) — n?(?+ 2r + 1)

=2r*n + r* — 2n%*r — n?

=2nr(r—n) + (r —n)(r +n)

=@ -—-—n+n+ 2nr) O
Onerme 3.5 (Vajda Ozdesligi) i,j € N olmak iizere ve i,j < n igin,

Sn+iSntj — SnSn4ivj = 2nij(n+ i+ j) +i%j? (3.10)

esitligi saglanmaktadir [28].
Ispat. Tam kare say1 dizisinin binet formiilii kullanilirsa istenilen asagidaki gibi elde
edilir.
Sn+iSn+j — SnSn+i+j — (n + i)z(n + ])2 - nz(n + i+ ])2
= [+ D@+ PP — [n(n + i + DI
=((n+in+j)—nn+i+j))H)n+i)n+j) +n(n +i+j))
= j@Cn(n + i + j) + ij)
= 2nij(n + i + j) + i%? O
Onerme 3.6 (Halton Ozdesligi) r,i € N olmak iizere ve 7, i < n igin,
SnarSn—r — Sp—iSn+i = 2n2(@{2 —r?) +rt*—i* (3.11)

esitligi saglanir [28].

Ispat. Tam kare say1 dizisinin Binet formiilii kullanilirsa istenilen asagidaki gibi elde
edilir.
SparSn—r = Sn—iSn+i = (n + 1)?(n = 1)? — (n = D*(n + 0)*
— (nz _ r2)2 _ (nZ _ LZ)
= (i* — rH(2n* — r* - %
= 2n%(i* - r) + r* - it O

Asagida, tam kare say1 dizisini ve Lucas say1 dizisini igeren yeni bir say1 dizisi
tanimlanacaktir [28]. Bu iki diziyi birbiri ile iliskilendirip tam kare Lucas say1 dizisi

adinda yeni bir dizi elde edilecektir.

Tam kare say1 dizisinin yineleme bagintisi homojen olmadigindan, homojene

doniistiirmek i¢in (2.10) esitliginde n yerine n + 1 yazilirsa,

Spe1 = Sp +2n+1

elde edilir ve (2.10) dan, son elde edilen esitlik ¢ikarilirsa,

Sp+1 = 2Sp = 2 = Sp—q

14



bulunur. Yukarida elde edilen esitlikte n yerine n + 1 yazilirsa,
Sp+2 = 25p41 = 2 — Sy
elde edilen son iki denklem birbirinden ¢ikarilirsa,

Sp+1 = 2Sp = Spiz 2841 =2 —Sp1 — 2+ 5y

mertebeden homojen yineleme bagintisi elde edilir [30]. (Burada referans verilen kitapta
esitlik tam olarak gegcmemektedir ama verilen yontemlerle bu esitlige kolayca varilabilir)

Sp42 = 3Sp41—3Sp, +Spq n =21;5 =0,5,=1,s, =4) (3.12)
3.2 Tam Kare Lucas Say1 Dizisi

Tamm 3.1 {sL,}-, olmak iizere, tam kare Lucas say1 dizisinin yineleme bagintisi,

SLn+2 = BSLTH'l r 3SLn + SLTl—l (Tl > 1; SLO = 2, SLl =1 ,SLZ = 4‘) (3.13)
seklinde tanimlanmaktadir [28].

Tam kare Lucas say1 dizisinin bazi terimleri agagida verilmistir:

{2,1,4,11,22,37,56,79, ..}

Bu dizinin karakteristik denklemi su sekildedir:

x3—3x*+3x—1=0
Bu denklemin ii¢ tane ayni reel kokii bulunur: x; = x, = x3 =1

Bu reel kokler arasindaki iligkiler

X1+ Xy +x3 =3, X1X%3 =1, XX, +X1X3 + X3 =3
verilmistir.
Teorem 3.3 Tam kare Lucas say1 dizisi i¢in Binet formiilii
sL, =2 —3n+ 2n? (3.14)

dir [28].

15



Ispat. Tam kare Lucas say1 dizisinin karakteristik denkleminin ii¢ tane esit reel kokii
oldugundan genel ¢6ziim

sL, = AxT + Bnx}' + Cn?x7
sL, = A+ Bn + Cn?

seklindedir. Tam kare Lucas say1 dizisinin baslangi¢ kosullar1 kullanilarak,

SLO=A=2
sLy=A+B+C=1
sL,=A+2B+4C =4

A=2,B=-3veC =2 oldugu bulunur.

Bu degerler, sL, = A + Bn + Cn? denkleminde yerine yazilirsa istenilen elde edilmis
olur. O

Teorem 3.4 Tam kare Lucas sayr dizisi i¢in iirete¢  fonksiyonu

0]

2 — 5x + 7x?
Gg(x) = Z SL,x™ = Y (3.15)

n=0
formundadir [28].

Ispat. Ureteg fonksiyonu tanimi, tam kare Lucas say1 dizisinin yineleme bagntisi (3.13)
ve toplam semboliiniin 6zellikleri kullanilarak,

[ee]

Gy (x) = Z SLyx™ =sLy+sL; + sL, + z SL,x™

n=0 n=3

=2+ x+4x*+ Z(3sLn 1—3SLy_y +sL,_3)x™

=2+ x+ 4x? +3ZsLnx —3ZSL x"+2+ZsLnx
=2 4+ x+4x? +3stLnx — 3x? ZSLnx + x3 ZSLnx

n=2 n=1 n=0
oo [00) [ee]

=2 4+ x+4x% + (—6x — 3x%) + 3xZ SL,x™ + 6x? — 3x? Z SLy,x™ + x3 Z SL,x"
n=0 n=0 n=0
bulunur. Elde edilen esitlik diizenlenirse,

(1—3x+3x2—x3)ZsLnx”= 2 —5x + 7x?
n=0

i L 2 — 5x + 7x?
SLnx™ 1—3x+3x2—x3

n=0

16



bulunur. O

Teorem 3.5 n > 0 olmak iizere, tam kare Lucas sayilariin sonlu toplami

Z s, = (n+ 1)(4n? — 7n+ 12) (3.16)

6
k=0
seklindedir [28].

Ispat. Tam kare Lucas say1 dizisi i¢in Binet formiiliinii (3.14) ve toplam semboliiniin

Ozelliklerini kullanirsak,

n n n n
Z(2k2—3k+2)=22k2—32k+221
k=0 k=0 k=0 k=0

h 2n(n+1)(2n+1)_3n(n+ 1)

c > +2(n+1)
_2n(n+1)2n+1)-9n(n+1)+12(n+1)
4 6
_ (n+1)(4n* - Tn+12)
- 6
bulunur. O

Asagidaki onermede Catalan 6zdesligi verilmistir.

Onerme 3.7 (Catalan Ozdesligi) k € N olmak iizere,

SLy_kSLypyx — SL% = —8s, k? + 12nk? + 4k* — k? (3.17)
esitligi saglanir.

Ispat. Tam kare Lucas say1 dizisi i¢in Binet formiilii (3.14) kullanilirsa,

LSy 1 LSpir —LS2=02Mn—-k)??>-3n—-k)+2)2n+k)?*—-3(n+k)+2)—(2n?—-3n+2)?
= (2n? — 4nk + 2k? — 3n + 3k + 2)(2n? + 4nk + 2k? — 3n — 3k + 2) —(2n? — 3n + 2)?
= ((2n* = 3n + 2 + 2k?) — (4nk — 3k))((2n* — 3n + 2 + 2k?) + (4nk — 3k)) — (2n* — 3n + 2)?
= (2n? —3n+ 2 + 2k*)? — (4nk — 3k)?> — (2n* — 3n+ 2)?> — (2n? — 3n + 2)*?
= (2n? —3n+2)? + 4k*(2n? — 3n + 2) + 4k* — (16n%k? — 24nk? + 9k?)
= 4k*(2n* — 3n + 2) + 4k* — 16n%k? + 24nk? — 9k?
= 8k*n? — 12nk? + 8k? + 4k* — 16n%k? + 24nk? — 9k?
= 4k* — 8n?k? + 12nk? — k?
=—8n2%k? + 12nk? + 4k* — k?
= —8s, k? + 12nk? + 4k* — k?
elde edilir.

Catalan 6zdesliginde k = 1 yerine yazilirsa, Cassini 6zdesligi elde edilir:
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SLy_4SLyyq —SL: = —8s, + 12n +3

Asagidaki teoremde tam kare Lucas say1 dizisinin matris temsili tanitilacaktir.

Teorem 3.6 n € N olmak tizere,

SLpy2] [3 =3 17" [SL:
SLpy|=|1 0 0] |SLq
sL, 0 1 0l LsL,

esitligi saglanmaktadir [28].
Ispat. Tiimevarim yontemiyle ispat yapilacaktir.

sL,

sLy

SLs
:’SL2]
sLy

n — 1 i¢in esitligin dogru oldugunu varsayalim ve n i¢in dogru oldugunu gosterelim.

olup bdylece n = 1 i¢in esitligin dogru oldugu goriiliir.

3 -3 11" —3 1 —3 11" 114

N

0 1 o0

[3 —3 1][Sln+1 SLn+1 35L +5Ln 1 SLn+2
=1 0 o0 [SL ] [ SLyiq ]: sLn+1]

0 1 ollsL,_4 sL, | sL,

n i¢in esitligin dogru oldugu goriiliir.

Teorem 3.7 n € N olmak tizere,
SLn+2 3 -3 1 SLn+1
SLpyq|=|1 0 O SLy
SLn 0 1 0 SLn—l

Ispat. Tiimevarim yontemiyle ispatlanacaktir.

—3 1 SLZ 35L2 —3sL; +sL,
sL0

sLy

esitligi saglanir [28].

sLs
- |:SL2]
sL4

n — 1 i¢in esitligin dogru oldugunu kabul edelim ve n i¢in dogru oldugunu gosterelim.

oldugundan n = 1 i¢in esitlik dogrudur.
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3 —3 171[SLpa1] 3 —3 111 3sL,—3sL,_1 +sL,_,
1 0 o] sL, |= \1 0 0] [35Ln 1 — 3SL,_, +sLn_3]
0 1 O0JLsLy_q] 0 3sL,_, 3sL _3 +5SL,_4
3 —3 11[ SLn ] [ —3 11[SLn-1 -3 11[SLn-2
=3|1 0 Offslp—1|—3 HsLn 2 0 0] [SLn_3]
0 1 0llsL,_,] sL,_s 1 O0lLsL,_4
[3sL, —3SLy_1 +SL, 5] 35Ln_1 3sL,_» +5Ln_3
=3 sL, —3[ SL,_1 ]
SLn—l _ SLn—Z
3sLy_, —3sL,_3 +SL,_4
+ SLn—Z ]
SLn—3
SLia SLy SLp—4
=3[ sL, |- 3[5Ln_1 + SLn_Z]
SLn—l SLn—Z SLn 3

3sL, —3sL,_q+sL,_, SLyptq

[ 3sLpy1 —3sL, +sL,_4 ] [SLn+2]
3sLy,_1 —3sL,_,+5sL,_3

3.3 Tam Kare ve Tam Kare Lucas Say: Dizileri Arasindaki iliskiler

Onerme 3.8 Asagidaki esitlikler tam kare Lucas say1 dizisi i¢in saglanmaktadir [28]:

i. sL_, =sL, +6n

ii. Loy = 2(SLy — (Sp—1Sn+1 — S1))

iii. sLyp,1 =8s,+2n+1
Ispat. Ispat igin Binet formiilii (3.14) ve Cassini formiilii (3.6) kullamilirsa istenilen
asagidaki gibi elde edilir.
i.sL_,=2n*+3n+2=2n*-3n+2+6n=sL,+6n
ii. sLy, =8n2—6n+2=2(sL, — (1 —2n%)) = 2(sL, — (Sp—1Sns1 — S2))
iii. SL,,,.; = 8n2+2n+1=8s, +2n+1 O
Asagidaki teorem ile s, ve sL, dizilerinin sirasiyla (2.11) ve (3.15) iireteg

fonksiyonlar1 kullanilarak, tam kare Lucas say1 dizisi ve tam kare say1 dizisi arasinda

iligki verilecektir.

Teorem 3.8 n > 2 olmak iizere, tam kare Lucas say1 dizisi ile tam kare say1 dizisi

arasindaki iliski,

sL, =4s,_5, — 28,1 +9n—12 (3.18)
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seklinde tanimlanmaktadir [28]:

Ispat. Tam kare Lucas say1 dizisinin (3.15) ve tam kare say1 dizisinin (2.11) iireteg

fonksiyonlar1 ve toplam semboliiniin 6zellikleri kullanilirsa,

[ee)

. x> —x+4 X%+ x 4 —2x
ZSLrHZx = = +
1—-3x+3x2—x3 1—3x+3x2—x3 1-—3x+3x%2—x3

B x%+x 6—2(x+1)
" 1—-3x+4+3x2—x3 1—3x+3x2—2x3

n=0

B x?+x —2(x+ 1) N 6
" 1—-3x43x2—x3 1—3x+3x2—x3 1—3x43x2—x3

[o9] [o9]

c n+1)(n+2
=anx"—225n+1xn+6z( )2( )x"
n=0 n=0 n=0
= Z Spx™ —2 z Sp1 X" + 3Z(n + 1D(n+2)x™
n;O n;O n;()
= Z Spx™ — 2 Z Spe1X™ + SZ(nZ +3n+ 2)x™"
n=0 n=0 n=0
= z SpX™" =2 ) Spyx™+3 z Spx™+3 2(371 + 2)x"
n=(c)>o n=%0 n;O n=0
=4 Z Spx™ —2 Z Spy1 X"+ Z On +6)x™"
OC§1=0 n=0 n=0
= Z(4sn —2Sp41 9+ 6)x™

n=0
En son elde edilen esitlik diizenlenirse,
SLyyr =45, — 25,1 +9n+ 6

istenilen elde edilir. O

Asagidaki teoremde, tam kare Lucas sayi1 dizisi, Fibonacci ve Lucas say1 dizileri

cinsinden elde edilecektir.

1++/5
2

A+n-D@2+n-i)
2

1-vV5
:B:_ \S A‘I‘L—i:(

> Sp—i ) olsun.

Teorem 3.9 a =

F; ,L; ve sL, sirasiyla Fibonacci, Lucas ve tam kare Lucas say1 dizileri olmak tizere bu

diziler arasinda,
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_ Zn: - Z » "l+7z< - ﬁa)An_i (3.19)

i=0 i=
esitligi saglanir [28].

2—5x+7x

Ispat. Ispat i¢in tam kare Lucas say1 dizisinin iireteg fonksiyonu olan G, (x) = 7

esitliginden yola ¢ikacagiz.
Ifadeyi 1 — x — x?2 ile garpip bélerek yeniden diizenlersek:

2 5x + 7x°1 — x — x2
—x—x2 (1-x)3

Ggp,(x) =

Bu esitligin sag tarafini, iki ayri lirete¢ fonksiyonunun Cauchy carpimi olarak analiz
edelim. Ilk ¢arpami Fibonacci ve Lucas dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari cinsinden
parcalarsak:

2-5x+7x*  5(2-x) 8 N 7x?
1—x—x2 1—x—2x2 1—x—x2 1—x—x2

Bu ifadenin kuvvet serisi agilimi su sekildedir:

2 — 5x + 7x? _SZL SZF +7 ﬁa pa” o
1—x—x2 x" ner X" -5

. 2
Ikinci ¢arpan olan L=X=X" ifadesini ise bilinen seriler yardimiyla agalim:

(1-x)3

1—x—x2_ 1 x + x? _i(n+1)(n+2) . i .
1-x3° (1A-x3 (1-x3° 2~ Sn¥
n=0 n=0

Bu seriyi ortak parantezde toplarsak, katsayilar1 A,, olan seriyi elde ederiz:

[oe]

Z[(n - 1)2(n+ 2) _ ny i A

n=0 n=0

Son olarak, her iki ¢arpanin serilerini birbiriyle ¢arptigimizda, x™ nin katsayisi olan sL,,

degeri
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olarak elde edilir. O

3.4 Tam Kare Polinomlari
Tammm 3.2 Tam kare polinomlart s,,(x), so(x) =0, s;(x) =1ve s,(x)=x+3
olmak iizere

Sn+3(x) =(x+ 2)Sn+2 (x) —(2x + 1)Sn+1(x) + x5, (%) (3.20)
seklinde tanimlanmaktadir [28].
Tam kare sayilari, s,(x) polinomunda x =1 yazilarak elde edilir. Tam kare
polinomlariin karakteristik denklemi

B —(x+2)r*+Q2x+Dr—x=0

dir. Bu denklemin kokleri

n=x,r,=1vers =1

bulunur. Bu kokler arasindaki iligki

Nt trs=x+2, =X, Ve iy, + 3 +1rr; =2x +1
seklinde tanimlidir.
S, (x) polinomunun ilk dort terimi asagidaki tabloda verilmistir [28].

Tablo 3.1 Tam Kare Polinomlari

So(x) 0
s1(x) 1

S5 (x) x+3
s3(%) x2+3x+5

Asagidaki teoremde, tam kare polinomunun Binet formiilii elde edilecektir.

Teorem 3.10 Tam kare polinomu i¢in
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5u(x) = %(xn ~1)+

1—xn

esitligi saglanir [28].

Ispat. Tam kare polinomunun karakteristik denkleminin iki esit kokii oldugundan Binet

formili

sn(x) = Ayr{* + (Az + Asn)ry!

seklindedir.

Yukarida s, (x) polinomunda n degerleri yerine yazilirsa A, A, ve A3 bulunur.
so(x) =0=A; + 4,,

Sl(x) == 1 = Alx +A2 +A3,
s,(x) =x+3=A4,x*> + A, + 24,

olup
x+1 x+1 2
4, = ez 2 T T o2 ¥ A3 =1
olur.
x+1
Sn(X) =m(x"— 1) + 1 _xn
bulunur. O

Asagidaki teoremde, tam kare polinomu i¢in iirete¢ fonksiyonu elde edilecektir.
Teorem 3.11 Tam kare polinomunun iirete¢ fonksiyonu G (t, x) olmak iizere,

0]

G,(t,x) = Z S, (Ot =

n=0

t+t2
1—t(x+2)+ (2x+ 1)t2 — xt3

(3.21)

seklinde tanimlidir [28].

Ispat. Urete¢ fonksiyonun tanimi, toplam semboliiniin 6zellikleri ve tam kare
polinomunun yineleme bagintisi (3.20) kullanilirsa,

[00] oo

G(t,x) = Z S ()t =t + (x + 3)t? + Z Sp ()"

n=0 =3
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4 (432 + Z((x + 25,1 (x) = (2% + 1)5,,_5 () + x5,,_5 (X))E™

n=3
=t+@+3)Dt2+ (x+2) ) 51t"—QRx+1) ) s,,O)t" +x ) sp_3(xX)t"
=t+(x+3)t*+ (x+ Z)tz s, ()" — (2x + 1)t? Z s, ()t" + xt3 Z s ()™
n=2 n=1 n=0

o)

=t+ (x+3)t? — (x + 2)t(sg(x) + 5, ()t) + (x + 2)tz S, (Ot + (2x + 1t?sy(x)

n=0
—(2x + 1)t? Z S, ()" + xt3 Z Sp ()"
n=0 n=0 - -
4 (43— (x+2)2 + (x + Z)tz 5, (Ot — (2x + 1) Z 5, ()"
o n=0 n=0
+xt3 Z Sy (x)t™

n=0
Elde edilen esitlik diizenlenirse,

(1—tlx+2)+ 2x + 1)t? — xt3) z Sy ()t =t + t?

n=0
olur.
c t+ t?
G (t, = Z t" =
s(6x) OS”(X) 1—t(x+2)+ (2x+1)t2 — xt3
n=
Bdylece istenilen elde edilir. O

Teorem 3.12 Tam kare polinomu igin

Sp+2 (%) x+2 —-2x—1 x1"[x+3
Sn+1(X) = 1 O O 1
Sp (%) 0 1 0 0

esitligi saglanir [28].

Ispat. Tiimevarim iizerinden ispatlanacaktir.

x+2 —-2x—1 x][x+3
1 0 0 1
0 1 0 0

x+3 = s2(x) = s2(x)

(x+2)(x+3)—2x — 1] (x +2)s,(x) — Q2x + 1)s;(x) + x50(x) | [55(x)
1 51(x) 51 (x)
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n = 1 igin esitlik dogrudur. n — 1 igin esitligin dogru oldugunu varsayalim. n i¢in dogru

oldugunu gosterelim.

x+2 —2x—1 x]"[x+3
1 0 0 1
0 1 0 0
x+2 —2x—1 x|[x+2 —-2x—1 x]"'[x+3
= 1 0 0 1 0 0] 1
0 1 olL 0 1 0 0

[x+2 —2x—1 x] -Sn+1(x) (x + 2)5n+1(x) - (ZX + 1)Sn(x) + xsn—l(x)

=| 1 0 0| sp(x) | = Sne1(X)
0 1 0l _Sn—l(x) Sn(x)
Sz (%)
= [Sn+1(X)
| sn(x)
Son esitlikten iddianin n i¢in dogru oldugu gortiliir. O

Teorem 3.13 Tam kare polinomu igin

Sn () 0 1 0 1% [S0()
Spe1(X) | = [O 0 1 s1(x)
Sna2(X) x —2x—1 x+21 |s,(x)

esitligi saglanir [28].

Ispat. Tiimevarim ile ispat yapilacaktir.

0 1 0 1/So(x)
[0 0 1 s1(x)
x —2x—1 x+21|s,(x)
s1(x) [51 (x)‘
= S, (x) = [s2(x)
(x+ 2)s,(x) — 2x + 1)s,(x) + x54(x) s3(x)

n = 1 i¢in esitlik dogrudur. n — 1 i¢in esitligin dogru oldugunu varsayalim. n i¢in

dogru oldugunu gosterelim.
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0 1 0 1"|So(x)
0 1 s1(x)
x —2x—1 x+21 |s,(x)

o

0 1 0 1[0 1 (VI L Y €9
=10 0 1 0 0 1 51(x)
x —2x—1 x+21lx —-2x-1 x+2 S5(x)

0 1 0 1[sn-1(®] [ $2(x)
=10 0 1 Sn (%) [F|Sne1 ()

x —2x—1 x+21|sp1(0)] |Sps2(x)

Son esitlikten iddianin n i¢in dogru oldugu goriiliir.

Teorem 3.14 Tam kare polinomu i¢in

Spa2 (%) x+2 —2x—1 x]|Sn+1(x)
Spr ()= 1 0 0] Sn (%)
Sp (%) 0 1 01 [sp-1(x)

esitligi saglanir [28].

Ispat. Tiimevarim yontemi kullanilacaktir. n = 1 igin

x+2 —2x—1 x][x+3
1 0 0 1
0 1 0 0

x+3 = S2(x) = [s2(x)

(x+2)(x +3)—2x — 1‘ (x +2)s5(x) — 2x + Dsy(0)|  [s3(x)
1 s1(x) s1(x)

olup esitlik dogrudur.

n — 1 i¢in esitlik dogru olsun. Bu durumda, n i¢in dogru oldugunu ispatlayalim.

x+2 —2x—1 x]|[Sn+1(®)
1 0 0] Sp(x)
0 1 0l [s,—1(x)
x+2 —2x—1 x| ¢+ 2)sp(x) — 2x + D)sp_1(x) + x5, (x)
=1 1 0 0l](x+2)s,_1(x) — 2x + 1)s,,_,(x) + x5,,_5(x)
0 1 01 (x + 2)s_5(x) — 2x + 1)s5,,_3(x) + x5,_4(x)
x+2 =2x—1 x| sn(®) x+2 —-2x—1 x]|[Sn-1(x)
=x+2)| 1 0 OfSn—1(|[-@x+1)| 1 0 0] Sp-2(%)
0 1 0l [s,,_,(x) 0 1 01 ]sp—3(x)
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+x| 1 0 0] |sn_3(x)

x+2 —2x—1 x] Sp—2(X)
0 1 0 [sp_4(x)

=(x+2) Sp (%)
Sn—l(x)

[(x + 2)s,,(x) — 2x + Ds,,_1 (%) + xsn_z(x)}

—2x+1) Sp—1(x)

[(x +2)sp-1 (%) = (2x + D)sp_5 (%) + x5p,_3 (x)‘
Sp—2(x)

—(x + Z)Sn—z (X) - (2x + 1)Sn—3(x) + xsn—4(x)

+x Sp—2 (X)
Sp-3 (x)
Sn+1(x) Sn(x) Sn—l(x)-
=(+2)| sp(x) | -Cx+1) [Sp—1() |+ x[sp—2(x)
Sn—l(x) Sn—Z(x) Sn—3(x)_
(x + 2)5p41 () — 2x + D)5, (x) + x5,_1 (%) -Sn+2 (x)
=1 G+ 2)s,(x) — (2x + D51 (%) +x5,2(%) | = [Sn+1(%)
(x + 2551 (0) = (2% + D)5, () + x5, 5] | 500

Son esitlikten iddianin n i¢in dogru oldugu goriiliir.

Teorem 3.15 (Simpson Formiilii) Tam kare polinomu i¢in

Sp2(X)  Spy1(X) Sp(x)
det |Sp41(x) Sp (%) Sp1 ()| = —(4x + 4)xn—2
Sn(x) Sn—l(x) Sn-2 (x)

esitligi saglanmaktadir [28].
Ispat. n iizerinde timevarim ile gosterilecektir. n = 1 igin
s3(x)  sp(x)  s1(%)

det|s,(x) s1(x)  so(x) |= —(4x +4)x~?!
s1(x)  so(x)  s_1(x)

oldugundan esitlik dogrudur.
n — 1 i¢in esitligin dogru oldugunu varsayalim. n i¢in dogru oldugunu gdsterelim.

Sn+2(x) sn+1(x) Sn(x)
det Sn+1(x) Sn(x) Sn—l(x)
Sn(x) Sn—l(x) Sn-2 (x)
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(X +2)$p41(0) = Cx + D)sp () + x5,-1(X)  Sppa (X)) sp(X)
=det| (x+2)5,(x) = Cx+ Dsp1(0) + x5,2(x)  sp(X)  sp-1(%)
(x +2)sp-1 (%) = (2x + D5 (%) + x5p-3(x)  Sp-1(x)  Sp—2(%)
—@2x+ Dsp(x)  sppa(x) sp(x)

—(ZX + 1)Sn—1(x) Sn(x) Sn—l(x)
—(2x+ Dspp(x)  sp-1(x)  sp_2(x)

(x4 2)5p41(0)  Spa(x)  sp ()
(X + Z)Sn(x) Sn(x) Sn-1 (x)
(X +2)5p-1(%)  Sp-1(X)  Sp—2(%)

XSp-1(X)  Sps1(X) Sn(x)]

=det + det

tdet [xsp-2(X)  Sp(x)  Sp-1(x)

xSn—3(x) Sn—l(x) Sn—z(x)

Snr1 (X)) sp(x)  Spoa(x)
= xdet| Sp(%)  Sp_1(%) Sp_2 ()| = —(4x + 4)x"?
Sn—l(x) Sn—Z(x) Sn—3(x)

n i¢in esitligin dogru oldugu goriilmektedir. O

3.5 Tam Kare Lucas Polinomlari

Tanim 3.3 Tam kare Lucas polinomlar1 sL,(x), sLy(x) = 2, sL;(x) =1 ve sL,(x) =
x + 3 olmak lizere

SLpt3(x) = (x + 2)sLyi(x) — 2x + 1)Ly, (x) + xSL,, (%) (3.22)
seklinde tanimlanmaktadir. Tam kare Lucas sayilart sL,(x) polinomunda x =1
yazilarak elde edilir. Tam kare Lucas polinomlarinin karakteristik denklemi

B—x+2)r*+Q2x+Dr—x=0
seklindedir [28].

Bu denklemin kokleri,

n=x,r,=1ver; =1
dir. Bu kokler arasindaki iliski
trtr=x+2, nrr=x ve nr,+rrs+rr=2x+1
olur.

sL,, (x) polinomunun ilk dort terimi asagidaki tabloda verilmistir [28].
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Tablo 3.2 Tam Kare Lucas Polinomlari

sLy(x) 2
sLy(x) 1
sL,(x) x+3
sL3(x) x2+5x+5

Asagidaki teoremde, tam kare polinomunun Binet formiilii verilmektedir.
Teorem 3.16 Tam kare Lucas polinomu i¢in

L (o) = x+3 n+2x2—5x—1+2x+2
St = )2 (x —1)2 T—x "

esitligi saglanir [28].

Ispat. Tam Kare Lucas polinomunun karakteristik denkleminin ii¢ kokiinden ikisi esit
kokler oldugundan dizinin, Binet formiilii

SLn(X) = Bl‘r{l + (BZ + B3n)T2n
sL,(x) = B;x™ + B, + B3n

seklindedir. Yukarida sL,(x) polinomunda n degerleri yazilirsa

SLo(X) =2= Bl + Bz,
SLl(x) = 1 = le+ BZ + B3,
sL,(x) =x+ 3 =B;x*>+ B, + 2B;

elde edilir. Sonucunda,

x+3 _ 2x2%-5x-1

2x+2
Bl_(x—l)Z’ 27 (x-1)2

ve B; =

1-x
bulunur. Boylece,

x+3 X 2x2-5x-1 | 2x+2
(x—1)2 (x—1)2 1-x

SLn(x) =

istenilen elde edilir. O
Asagidaki teoremde, tam kare Lucas polinomu igin iirete¢ fonksiyonu elde edilecektir.

Teorem 3.17 Tam kare Lucas polinomunun iirete¢ fonksiyonu
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oo

G (6,) = ) sl (0" =

n=0

2 — 3t — 2tx + 3t? + 4t%x
1—t(x+2)+ Q2x+1)t%2 — xt3

formundadir [28].

Ispat. Uretec fonksiyonun tanimi, toplam semboliiniin 6zellikleri ve tam kare Lucas
polinomunun yineleme bagintisi (3.22) kullanilirsa,

o

Gy (t,x) = Z SL,(O)t" =2+t + (x +3)t? + Z SL, (X)t™

n=0 n=3

24 t+(x+3)t% + 2(@ + 2)sLyy_1 () — (2x + 1)sLy_y () + x5L,_3 ()™
n=3
=2+t+t2(x+3)+t ) (x+2)sL,()t"—t2Q2x+ 1) » sL,(x)t"

[ee]

+t3xz sL, (x)t"

n=0

=24+t+t3(x+3) —tlx+ 2)(sLy(x) + sLy(x)t) + t(x + Z)Z SL, (x)t™

n=0

+62(2x + 1) sLy(x) — t2(2x + 1) Z sL, ()" + xt3 Z sL, ()t

n=0 n=0

=2+t+t?2(x+3)—t(x+2)2+1t) +t(x + Z)Z SL,()t"™ + 2t2(2x + 1)

n=0
(o]

—t2(2x+ 1) Z sL,(x)t" + xt3 z sL,(x)t"

n=0 n=0
elde edilen esitlik diizenlenirse,

(1—t(x+2)+ 2x + Dt? —xt?) z sL,(x)t" = 2 — 3t — 2tx + 3t? + 4t%x

n=0
= 2 — 3t — 2tx + 3t + 4t2x
Gy (t,x) = Z L t" =
w60 = 2, S = TG T D
n=
Boylece istenilen elde edilir. O

Teorem 3.18 Tam kare Lucas polinomu i¢in

SLy42(x) x+2 —2x—1 x1"[x+3
SLn+1(x) = 1 0 O 1
sLy(x) 0 1 0 2
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esitligi saglanir [28].

Ispat. Tiimevarim yéntemi kullanilacaktir. n = 1 igin,

x+2 —2x—1 x][x+3
1 0 0 1
0 1 0 2
[(x+2)(x+3)—(2x+ 1)+ 2x
= x+3
1
[(x + 2)sL,(x) — (2x + 1)sL;(x) + xsLo(x) sL3(x)
= SLz(x) = SLZ(x)
sLy(x) sLy(x)
olup esitlik dogrudur.

n — 1 igin esitligin dogru oldugunu varsayalim. n i¢in dogru oldugunu gdosterelim.

(x+2 —2x—1 x1"[x+3
1 0 0 1
0 1 0l 0
x+2 —2x—1 x|[x+2 —-2x—1 x]"'[x+3
= 1 0 0 1 0 0 1
0 1 0l 0 1 0 2
x+2 —2x—1 x]|SLn+1(x) (x +2)sLy41(x) — (2x + 1)sLy, (x) + x5Ly_1(x)
= 1 0 0] SLn(x) = SLn+1(x)
| 0 1 0l|sL,_1(x) SLy(x)
_SLn+2(x)
= SLn+1(x)
| sL(x)

Son esitlikten iddianin 7 i¢in dogru oldugu goriiliir.

Teorem 3.19 Tam kare Lucas polinomu i¢in

Ly (x) 0 1 0o 11 2
SLpi1(X)[ = {0 0 1 1
SLyio (%) x —2x—-—1 x+21 Ix+3

esitligi saglanir [28].

Ispat. Tiimevarim yontemi kullanilacaktir.
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0 1 0 2 1
L(') 0 1 1 = x+3
—2x—1 x+21lx+3 x+2)x+3)—(2x+ 1)+ 2x
sLy(x) sLy(x)
= SL,(x) = [sL,(x)

(x+ 2)sLy(x) — (2x + 1)sL,;(x) + xsLy(x) sLs(x)

oldugundan n = 1 i¢in esitlik dogrudur. n — 1 i¢in esitligin dogru oldugunu varsayalim.
n i¢in dogru oldugunu gosterelim.

[0 1 0o 11 2

0 0 1 1

lx —2x—1 x+21 lx+3

0 1 0 770 1 o 1™ i1 2
=10 0 1 0 0 1 1

lx —2x—1 x+2llx —2x—1 x+4+2 x+ 3

0 1 0 1[sLn-1(x)
=0 0 1 SLy(x)

x —2x—1 x+21|sLy1(%)

SL () SLy (x)

= SLp1(x) = [sLp+1(x)

xSLy_q1 (%) = (2x + 1)sLp (x) + (x + 2)sLpy1(X)]  |SLps2(X)
Son esitlikten iddianin n i¢in dogru oldugu goriiliir. O

Teorem 3.20 Tam kare Lucas polinomu i¢in

SLpt2(x) x+2 —2x—1 x]|SLn+1(x)
SLpy1 ()| =1 1 0 of| sL,(x)
sL,(x) 0 1 01 [sL,_1(x)

esitligi saglanir [28].

Ispat. Tiimevarim yontemi kullanilacaktir.

[(x +2 —2x—1 x][x+3
1 0 0 1
0 1 0 2
[(x+2)(x+3)—(2x+ 1)+ 2x
= x+ 3
1
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sL,(x) sL,(x)

(x + 2)sL,(x) — (2x + 1)sL,(x) + xsLy(x) sLs(x)
sLy(x) ) sLy(x)

oldugundan n = 1 ig¢in esitlik dogrudur.
n — 1 i¢in esitligin dogru oldugunu varsayalim. n i¢in dogru oldugunu ispatlayalim.
x+2 —-2x—1 x] lSLnH(x)‘

1 0 Of| sLp(x)
0 1 0l |sL,_1(x)

x+2 —2x—1 x| (x+2)sL,(x) — (2x + 1)sLy_1(x) + x5Ly,_,(x) ]
=| 1 0 0l|(x+2)sL,_1(x) — 2x+ 1)sL,_,(x) + xsL,_5(x)
0 1 01 (x+2)sL,_,(x) — (2x + 1)sL,,_3(x) + xSL,_,(x)

=(x+2)

1 0 0||sLn-2(x)
0

x+2 —-2x—-1 xl SLy(x)
0 1 SL,_3(x)

1 0 0 SLn_l(x)] —-(2x+1)

x+2 —2x—1 x] SLy_1(x)
0 1 0l |sL,_,(x)

x+2 —2x—1 x]|SLn—2(x)
+x 1 0 O] SLn—S(x)
0 1 01 |sL,_4(x)
(x + 2)sL,(x) — 2x +1)sL,_,(x) + xsL,,_,(x)
=(x+2) sL,(x) ]
SLy_1(x)
[(x + 2)sL,_1(x) — (2x + 1)sL,_,(x) + xsL,,_3(x)
—(2x+1) SLy_1(x)
SLn—Z (x)
_(x + Z)SLn_2 (x) — (2x + 1)sLn_3 (x) + xSL,_4 (x)
+x SLy_5(x)
SLy—3(x)
SLn+1(x) SLn(x) SLn—l(x)
=x+2)| sLy(x) |- Qx+1)[sLp—1(x) |+ x|SLp—2(x)
SLy_1(x) SLy_5(x) SLp_3(x)

(x + 2)sL,(x) — (2x + 1)sL,_1(x) + xsL,_,(x) SLy4q1(x)
(x + 2)sL,_1(x) — 2x + 1)sL,_(x) + xsL,,_5(x) SL,(x)

(x + 2)sLpyq (x) = (2x + 1)L (x) + x5Lyp—4 () ] lSLn+2(x)]

Son esitlikten iddianin n i¢in dogru oldugu goriliir.
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Teorem 3.21 (Simpson Formiilii) Tam kare Lucas polinomu i¢in

SLnyo(x)  SLypyi(x)  sLy(x)
det [sLps1(x)  SLp(x)  SLp_1(x)|=x™"2(—4x3—20x% — 28x — 12)

SLp(x)  SLp_1(x)  sLp_p(x)
esitligi saglanmaktadir [28].

Ispat. Tiimevarim yontemi kullanilacaktir. n = 1 igin

sL3(x) sL,(x) sLi(x)
det|sL,(x) sLi(x) sLy(x) |=—4x?—20x— 28— 172
sLy(x) sLo(x) sL_1(x)

olup esitlik dogrudur.
n — 1 i¢in esitligin dogru oldugunu varsayalim. n i¢in dogru oldugunu gosterelim.

-SLn+2(x) SLn+1(x) SLn(x)
det [SLpy1(x)  SsLp(x)  sLp_1(x)
| SLn(x) SLn—l(x) SLn—Z (x)

[ (¢ + 2)SLny1 (0) = x + D)sLyp(x) + x5Ln1(x)  SLpys (%) sLp(x)
=det| (x +2)sL,(x) — (2x + 1)sL,,_1(x) + xSL,_,(x) sL,(x)  sL,_,(x)
[ (x4 2)sLy1 (%) = (2x + 1)sLy_2(x) + xSLy_3(x)  SLp_1(x) SLp_2(x)
[(x + 2)SLny1(x)  SLpii(x)  sLp(x)
=det| (x + 2)sL,(x) sL,(x)  sL,_1(x)
[ (x + 2)sLp_1 (%) SLp_1(x)  SLp_p(x)
[ —(2x + DsLp(x)  sLnpp(x)  sLp(x)
+det |—(2x + 1)sL,_;(x)  sL,(x) sL,_,(x)
_—(2x + 1)SLn—2(x) SLn—l(x) SLn—Z(x)
[x5Lp_1(x)  SLpy1(x)  SLp(x)
+det |xsL,_,(x) sL,(x) SL,_;1(x)
[ xSLp—3(x)  SLp—1(x) SLy—»(x)
SLn+1(x) SLn(x) SLn—l(x)
= xdet| sL,(x) SLp_1(x) sLp_,(x)|=x""2(—4x3-20x? —28x — 12)
SLn—l(x) SLn—Z(x) SLn—S(x)

n icin esitligin dogru oldugu goriiliir. O
3.6 Tam Kare ve Tam Kare Lucas Polinomlar1 Arasindaki iliskiler

Tam kare ve tam kare Lucas polinomlar1 arasindaki iligki asagidaki teoremde

gosterilecektir.

Teorem 3.22 Tam kare ve Tam kare Lucas polinomu i¢in
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3x+8 —4x+4

x+4
$n(%) = — s acers Sz (00 + 505 S n+1()+m Ln(x)

2(x+1)2(x+3)
esitligi gegerlidir [28].

Ispat. Asagidaki esitlik tam kare polinomlarmi, tam kare Lucas polinomlari cinsinden
yazabilmek i¢in kullanilacaktir. ax, bx ve cx katsayilar1 x degiskenine bagli bulunmasi

gereken bilinmeyenleri gostermektedir.

Sp(x) = axsLy,,(x) + bxsL, 1 (x) + cxsL,(x).
Yukaridaki esitlikte n yerinen =0, n =1 ven = 2 degerleri yazilirsa,

So(x) =axsLy(x) +bxsLi(x)+ cxsLy(x),
s1(x) =axsL;(x) + b xsL,(x)+ cxsLi(x),
Sa(x) = axsLy(x)+bxsLy(x)+ cxsLy(x)
olup
O=a(x+3)+b + 2c,
1=a(x*+5x+5)+b(x+3) +c,
x+3=a(x3+5x2+9x+7)+b(x®+5x+5)+c(x +3).

olur. Sonug olarak,

_ x+4 _ 3x+8 _ —2x%-ax+4
a= 2(x+1)2(x+3)” ~  2(x+1)(x+3) vee= 4(x+1)2(x+3)’
bulunur.
Boylece,
x+4 3x+8 —4x+4
$n(0) = — s iriers Shnre (O + S sy SLne () + m L (x)
istenilen elde edilir. O

Teorem 3.23 Tam kare ve Tam kare Lucas polinomu igin

5x2+10x+6

3x+4 3x249x+8
T s () + T s, (%)

sLy(x) = 2 —— Sp42(X) — %42
esitligi gecerlidir [28].

Ispat. Asagidaki esitlik tam kare Lucas polinomlarini, tam kare polinomlar1 cinsinden
yazabilmek i¢in kullanilacaktir. ax, bx ve cx katsayilar1 x degiskenine bagli bulunmasi

gereken bilinmeyenleri gostermektedir.

SL,(x) = axs,45(x) + bxs,.1(x) + cxs,(x)
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Yukaridaki esitlikte n yerinen = 0, n =1 ven = 2 degerleri yazilirsa,

sLy(x) =axs,(x)+ b xs;(x) 4+ cxse(x)
sLi(x) = axs3(x)+bxs,(x)+cxs(x)
SLy(x) = ax s4(x) + b x s3(x) + ¢ x 55(x)

olur.

2=a(x+3)+b,
1=a(x?*+3x+5)+b(x+3) +c,
x+3=a(x®+3x>+5x+7)+b(x?+3x+5)+c(x +3).
Elde edilen denklem sisteminden a, b ve ¢ bulunur. Sonug olarak,

3x+4 3x2+9x+8 5x2+10x46
=—,b=——ve Cc=——"7—
2x+2 2x+2 2x+2
elde edilir.
Boylece,
3x+4 3x2+9x+8 5x2+10x+6
sL,(x) =——s X) ————=S X —s,(x
n( ) 2%x+2 n+2( ) 2x+2 n+1( )+ 2x+42 n( )

istenilen bulunur.
3.7 Tam Kare ve Tam Kare Lucas Kuaterniyonlari

Bu alt baghkta tanimlanan i,j ve k birim kuaterniyonlarin1 ifade etmektedir.

t=1+4+i+j+ko=i+2j+3k, y=i+4j+9k, " =i+5j+9 —3 ve

y*=1i+4j+ 11k + 2 olarak adlandirilmistir.

yapilmaktadir [29].

Tamim 3.4 Tam kare kuaterniyonu {sQ,, }n-, olmak iizere,

SQn = Sp + Sp41l + Spiaj + Snazk (3.23)
seklinde tanimlanmaktadir [29].

Tamm 3.5 Tam kare Lucas kuaterniyonu {LSQ,, }=, olmak iizere,
sLQ, =sL, +sLy 10+ SLyypj +SLy,sk (3.24)

seklinde tanimlanmaktadir [29].

Teorem 3.24 Tam kare kuaterniyon binet formiilii,
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sQ, =tn*+2¢pn+vy (3.25)
seklindedir [29].

Ispat. Tam kare kuaterniyon tanimi (3.23) ve tam kare sayilarmin Binet formiilii (2.9)
kullanilirsa,
SQn = Sn + Sp41l + Sny2f + Spysk
=n’+(n+ 1%+ n+2)?%+ (n+3)%k
=n?+m*+2n+1)i+ Mm% +4n+4)j+ (n*+6n+ 9k

=(+i+j+kn?+2(i+2j+3k)n+i+4j+9% =tm?+2¢n+y
istenilen elde edilir. m]

Teorem 3.25 Tam kare Lucas kuaterniyonu binet formiilii,

sLQ, =2+ ¢*n +y* (3.26)
seklindedir [29].

Ispat. Tam kare Lucas kuaterniyon tanimini (3.24) ve tam kare Lucas sayilariin Binet

formiliini (3.14) kullanirsak,

sLQ, =SL, +SLy qi+ SLy,oj + SLy3k

=2n?2-3n+2)+2n+1)?-3n+1)+2)i+2Mn+2)2—-3(n+2)+2)j
+2(n+3)>2—=3(m+3)+2)k

=(@2n?-3n+2)+(2n*+4n+2)—-3n—-1)i+((2n* +8n+8) —3n—4)j
+(2n?+12n+18)—3n—7)k

=2n?2-3n+2)+@2n¥ +n+1)i+2n2+5n+4)j+(2n2+9n+ 11)k

=QR+2i+2j+2kn*+ ({+5+9% —3)n+({+4+11k+2)

elde edilir. En son elde edilen esitlik diizenlenirse,

sLQ, =2+ ¢*n+y*
elde edilir. O

Teorem 3.26 Tam kare kuaterniyon yineleme bagintisi

SQn = 35Qn-1 — 35Qn—2 +5Qy—3 (3.27)
seklindedir [29].

Ispat. Tam kare kuaterniyonunun tanimini (3.23) ve tam kare sayilarmin yineleme
bagintisini (3.12) kullanarak

SQn = Sp + Sp41l + Spyaf + Snazk
=3Sp-1 = 3Sp2 +Sp3+ (3571 —3sp1 + Sn—z)i + (3Sn+1 —3s, + Sn—l)j
+ (BSp+2 = 3sp+1 + Suk
= 3(Sn-11SnitSn+1JtSn+2k) =3(Sn—2F+Sn—1i+Snj+Snr1k) +(Sp_3+Sp_2i+sp_1j+spk)
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elde edilir. Tam kare kuaterniyon tanimi (3.23) yerine yazilirsa
SQn =35Qn_1 — 3502 + 503
bulunur. O

Teorem 3.27 Tam kare Lucas kuaterniyon yineleme bagintisi

sLQ,, = 3sLQ,_1 — 3sLQ,_, + sLQ,_; (3.28)
formundadir [29].

Ispat. Tam kare Lucas kuaterniyon tanimmi (3.24) ve tam kare Lucas sayilarinin

yineleme bagintisini (3.13) kullanarak,

SLQ, = SL, +SLyy1i+ SLyioj + SLyisk
= (3sLp_q1 —3SLy_5 + sL,_3) +i(3sL, — 3sLy_q + SLy_3) + j(3sLypyq —3SLy + SLy_4)
+k(3sLy.y —3SLyq + SLy)
=3(SLp_qt+SLpyi+ sLyq1j + SLyyok) —3(SLy_y +SLy_1i+ SL,j + sLy1k)
+(SLy_3+ SL,_5i+SL,_1j+ sL,k)

elde edilir. En son elde edilen esitlikte tam kare Lucas kuaterniyon tanimi (3.24) yerine
yazilirsa

SLQy = 35LQp—q — 35LQy 2 + SLQy 3
olur. O

Teorem 3.28 Tam kare kuaterniyonu tirete¢ fonksiyonu Gq (x) olmak iizere

C _ 5Qp + (sQ1 — 35Qp)x + (sQ; — 35Q; + 35Q0)x?

Gso(x) = 2 SQnx" = 1—3x+3x2 —x3 (329

n=0

esitligi saglanir [29].
Ispat. Tam kare kuaterniyon yineleme bagintis (3.27) ve toplam semboliiniin 6zellikleri
kullanilirsa

(0]

Gso(x) = Z sQ x" = sQ, + sQ,x + sQ,x* + Z:(SsQn_1 —3sQ,_,+5sQ, 3)x"
n=3

n=0
oo (o] [ee]

=5Qp + 5Q.x + sQ,x% + BxZ sQux™ — 3x2 Z SQux™ + x3 z SQux™

n=2 n=1 o n=0 .
=5Qp +5Q;x + 5Q,x% — 3x(sQg + sQ1x) + 3x%25Q, + 3x Z sQux™ — 3x2 Z sQ,x"
" n=0 n=0
+x3 Z SQ,x™
n=0
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= (x3 —3x% + 3x) z SQpx™ +5Qy + (sQ; — 35Qy)x + (sQy — 35Q; + 35Q,)x?
n=0

elde edilir. Esitlik diizenlenirse,

(1 —3x+3x% —x%) z SQpx™ = 5Qy + (sQ; — 35Qy)x + (sQ, — 3sQ; + 35Q,)x?

n=0
_ n_ SQo + (sQ1 — 35Q0)x + (sQ; — 35Q; + 35Qp)x*
Gso() = 2 sQnx™ = 1—3x+ 3x2 —x3
n=0

istenilen elde edilir. O

Teorem 3.29 Tam kare Lucas kuaterniyonu iirete¢ fonksiyonu

_ SLQo+(SLQ1—35LQg)x+(SLQ,—35LQ+3sLQq)x?

Gsro(x) = Y=o SLOpx™ = (3.30)

1-3x+3x2—x3

seklinde tanimlidir [29].

Ispat. Tam kare Lucas kuaterniyon yineleme bagintisi (3.28) ve toplam semboliiniin
ozellikleri kullanilirsa

(0e]

GSLQ(X) = Z SLQpx"

n=0

= SLQq + SLQ;x + sLQ,x* + Z(3SLQn—1 —35LQu_5 + SLQ,_3)x™

n=3

= sLQy + sLQ;x + sLQ,x? + 3xz SLQ,x™ — 3x? Z SLQ,x™ + x3 Z SLQ,x™
n=2 n=1 n=0

oo

= SLQg + SLQ;x + sLQ,x? — 3x(sLQy + sLQ,x) + 3x2sLQy + 3xz SLQ,x™

n=0
—3x? Z SLQ,x"™ + x3 Z SLQ,x™
n=0 n=0

[ee)

= (x3 — 3x% + 3x) z SLQpx™ + sLQy + (SLQ; — 3sLQy)x + SLQ, — 3sLQ; + 3sLQy)x?
n=0
elde edilir. Esitlik diizenlenirse

(1-3x+3x* —x°) Z SLQux™ = sLQy + (sLQ; — 3sLQy)x + (sLQ, — 3sLQ,
n=0
+3sLQg)x?
i LO X" = sLQy + (SLQy — 3sLQg)x + (sLQ, — 3sLQ; + 35LQ)x?
Shien X = 1—3x+3x2—x3

n=0
istenilen elde edilir. O
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Teorem 3.30 Tam kare kuaterniyonlar i¢in

SQpy1 =50, +(2n+ 1)+ 2¢ (3.31)
esitlik saglanir [29].

Ispat. Tam kare kuaterniyon igin Binet formiilii (3.25) kullanilirsa,
SQuir =T+ 12+ 20(n+ 1) +y
=m?+2pn+y+t@2n+ 1)+ 2¢

=sQ, +t(2n+1)+ 2¢
istenilen elde edilir. O

Teorem 3.31 Tam kare Lucas kuaterniyonlar i¢in
SLQp41 =SLQ, +2t(2n+1) + ¢* (3.32)
esitlik saglanir [29].
Ispat. Tam kare Lucas kuaterniyon i¢in Binet formiilii (3.26) kullanilirsa
SLQpiq =2T(n+ 1% + @*(n+ 1) +y*
= 2t(n*+2n+ D+ n+¢* +y*
=2m?+4mm+2t+en+ e +y*
=QRm*+e'n+y*) + @+ 21+ @)
=sLQ, +2t(2n+ 1) + ¢*
istenilen elde edilir. O

3.8 Tam Kare ve Tam Kare Lucas Hibrit Sayilar ile Hibrit Kuaterniyonlari

Tamim 3.6 Tam kare hibrit sayilar1 {sH, }-o ve i kompleks, € dual, h hibrit birimler

olmak iizere
SH,, = S, + Spy1l + Spy2€ + Spi3h (3.33)

seklinde tanimlanmaktadir [29].

Tamim 3.7 Tam kare Lucas hibrit sayilar {SLH, };-, ve i kompleks, € dual ve h hibrit

birimler olmak tizere
SLH, = sL, + sLp qi +SLyy06 +SLy 3h (3.34)

seklinde tanimlanmaktadir [29].

Tanimm 3.8 Tam kare hibrit kuaterniyonu {sHQ,,}n~o Ve i,j, k birim kuaterniyonlar

olmak tizere
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SHQ,, = sH,, + sH, i + SHy,,5j + sH, .3k (3.35)
seklinde tanimlanmaktadir [29].

Tam kare hibrit kuaterniyonu asagidaki sekilde de tanimlanmaktadir:

SHQp = 5Qn + 5Qn411 + 5Qn426 + 5Qp43h (3.36)

Burada i kompleks, € dual ve h hibrit birimlerdir.

Tanmm 3.9 i, j, k birim kuaterniyonlar olmak iizere tam kare Lucas hibrit kuaterniyonu
{S LH Qn}%o=0

sLHQ,, = sLH, + sLH, i + sLH,,,j + sLH, 3k (3.37)
seklinde tanimlanmaktadir [29].

[ kompleks, € dual ve h hibrit birimler olmak iizere tam kare Lucas hibrit kuaterniyonu

asagidaki sekilde de tanimlanmaktadir:

SLHQ,, = sLQ,, + sLQ,+1i +SLQp 426 +SLQp3h (3.38)

Teorem 3.32 i kompleks, € dual ve h hibrit birimler olmak iizere tam kare hibrit say1

dizisinin Binet formuli

sH, =in*+2¢n+7y (3.39)
T=14+i+e+h d=i+2e+3h7=i+4c+9hn
seklindedir [29].

Ispat. Tam kare hibrit sayilarin tanimini (3.33) ve tam kare say1 dizisi icin Binet formiilii
kullanilirsa (2.9)

SHy, = S + Spiql + Spy2€ + Spash
=n’+(n+ 1%+ (n+2)%+(n+3)%h
=n?+M*+2n+ )i+ M*+4n+4)e+ >+ 6n+9)h
= +i+e+h)n?+2(i+2e+3h)n+ (i +4e+9h)
elde edilir. Esitlikte T, ¢ ve 7 yerine yazilirsa,
sH, = tn? + 2¢n+ ¥
istenilen elde edilir. O
Teorem 3.33 i kompleks, € dual ve h hibrit birimler olmak iizere tam kare Lucas hibrit

say1 dizisinin Binet formiilii
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SLH, = 2t + ¢*'n+ 7" (3.40)
G =-3+i+5c+97 =2+i+4ec+11h

seklinde tanimlidir [29].

Ispat. Tam kare Lucas hibrit sayilarinin tanim1 (3.34) ve tam kare Lucas say1 dizisinin
Binet formiilii (3.14) kullanilirsa,

SLH, = sL, + sLy,qi +SLy 06 +SL,y 3h
=02n?-3n+2)+2n+1)?-3n+1)+2)i + 2n+2)?>-3(n+2)+2)¢

+2(Mn+3)2=3(n+3)+2)h
=02n?-3n+2)+Q2Mn*+2n+1)—-3(n+1)+ 2)i

+2M*+4n+4)-3(n+2)+2)e+ (2(n*+6n+9)—3(n+3)+2)h
=2n?-3n+2)+((2n*+4n+2)—-3n—-1)i

+2M*+4n+4)—-3n—4)e + 2(n*+6n+9) —3n—"7)h
=2n?-3n+2)+2n%?+n+1)i+@n%?+5n+4)e+ (2n? +9n+11)h
=2(1+i+e+hn®>+(-3+i+5c+9h)n+ (2+i+4s+11h)

elde edilir. Esitlik diizenlenirse,
sLH, = 2tn? + ¢*'n+ 7"
istenilen bulunur. O

Teorem 3.34 Tam kare hibrit kuaterniyon Binet formiili

SHQ,, = Ttn* + 2(gT + To)n + 1 + Ty + 209 (3.41)
t=1+4+i+j+keo=i+2j+3kT=1+i+e+h,§=i+2e+3h
y=i+4j+9 vey=i+4e+9h

seklinde tanimlanmaktadir [29].

Ispat. Tam kare hibrit kuaterniyonunun tanimi (3.35) ve tam kare hibrit sayilarinin Binet

formiilii (3.39) kullanilirsa

sHQ, = sH, + sHy 10l + SHy,»j + sH, 3k

=% +2¢n+7+((n+ D?*T+20(n+ D) +9)i+ (n+2)?T+2(n+ 2) +7)j
+((n+3)?T+20(n+3)+ Pk

=2 +2n+7+ ((n*+2n+ DI+ 2¢(n+1) + )i
+(M2P+4n+ DT+ 20n+2)+P)j+ (P +6n+9)T+2(n+3) + Pk

=t?(1+i+j+k) +n(2(1+i+j+k) + 280+ 2j + 3k))
+Y(1+i+j+k)+T((+4j+9k)+ 290+ 2j + 3k)

elde edilir. Esitlikte 7, ¢ ve y yerine yazilirsa,

sHQ, = Ttn®> + 2(dt + T)n + ¥t + Ty + 2¢¢
istenilen elde edilir. O
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Teorem 3.35 Tam kare Lucas hibrit kuaterniyon Binet formiilii

SLHQ, = 2ftn? + (¢t + 4fo)n + §*1+ 2Ty + @*¢ (3.42)
t=14+i+j+kiT=1+i+e+ho=i+2j+3k

G=i+2e+3hy=i+4j+9, 7 =i+4c+9h

P*=-3+i+5e+9%hvey*  =2+i+4e+11h

seklinde tanimlidir [29].

Ispat. Tam kare Lucas hibrit kuaterniyon tanim1 (3.37) ve tam kare Lucas hibrit
sayilarin Binet formiilii (3.40) kullanilirsa
sLHQ,, = sLH, + sLH, i + sLH,,,j + sLH, 3k
=QRIN*+@'n+7)+ 2T+ D2+ g*(n+ 1) +77]i
+[2E(n+ 2>+ @*(n+2) + 7 + [2E(n+3)* + §*(n+ 3) + ¥ ]k
=M+ o'n+7)+2fM*+2n+ D+ ¢*(n+ 1) +7*]i
+[2E*+4n+4)+ @ (n+2)+ 7 + 2T >+ 6n+9) + §*(n+ 3) + ']k
=2f2(1+i+j+k)+n[@d*(1+i+j+k)+4F(1 + 2j + 3k)]
+y* A +i+j+k)+2T([(+4j+9k) + @ (i + 2j + 3k)

esitligi elde edilir. 7, ¢ ve y esitlikte yerine yazilirsa,

SLHQ, = 2Ttn? + (¢*t + 4To)n + ¥t + 28y + §*¢
istenilen elde edilir. 0O

Teorem 3.36 Tam kare hibrit say1 dizisi i¢in yineleme bagintisi

sH, = 3sH,_{ — 3sH,_, + sH,_3 (3.43)
seklinde tanimlanmuistir [29].

Ispat. Tam kare hibrit say1larmin tanini (3.33) ve tam kare sayilarmin yineleme bagimtisi

(3.12) kullanilirsa,

SH, = s, + Spy1l + Spy2€ + Spizh
= (3Sn—1 —3sp2 + Sn—3) + i(BSn —3sp-1 t Sn—z) + 5(35n+1 —3s, + Sn—l)
+h(35n+2 —3Sp41 T+ Sn)
= 3(Sn-11SnitSn+1 EtSpa2h) = 3(Sp-atSp-1itSpetsy1h)
+(Sp_3+Sp_2l +Sp_1€ +s,h)
elde edilir. Esitlik diizenlenirse,
sH, = 3sH,_{ — 3sH,_, + sH,_3
istenilen bulunur. O

Teorem 3.37 Tam kare Lucas hibrit say1 dizisi i¢in yineleme bagintisi
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SLHn == BSLHTL—]. - 3SLHn_2 + SLHn_3 (3.44)

seklinde tanimlanmustir [29].

Ispat. Tam kare Lucas hibrit sayilarim tanimmni (3.34) ve tam kare Lucas say1 dizisinin
yineleme bagintis1 (3.13) kullanilirsa,
sLH, = sL, + SL, 10l +SLy 26 +SLy3h
=(3sLy_1 —3sL,_, +sL,_3) +i(3sL, —3sL,_1 + SL,_,)
+&(3sLyyq — 3sLy, +sL,_q) +h(3sLyyy — 3SLyyq +SLy)
=3(SLy_1+SLyi+SLyyq €+ 5sLyoh) —3(sLy_5 +sL,_qi+5sL, €+ sL,1h)
+(SLy_3+ SL,_5i+5sL,_ &+ sL,h)
elde edilir. Esitlik diizenlenirse,
sLH, = 3sLH,_—3sLH,_, + sLH,_;
elde edilir. |

Teorem 3.38 Tam kare hibrit kuaterniyon say1 dizisi i¢in yineleme bagintisi

sHQ, = 3sHQ,_, — 3sHQ,_, + sHQ,_s (3.45)

seklindedir [29].

Ispat. Tam kare hibrit kuaterniyonunun tanimmi (3.35) ve tam kare hibrit sayilarmin
yineleme bagintisi (3.43) kullanilirsa,

sHQ, = sH, + sH,, .11 + sH, ;] + sH, .3k
= (3sH,_y —3sH,_, + sH,_3) + i(3sH, — 3sH,,_; + sH,_;)
+j(3sHy41 —3sH, + sH,_1) + k(3sH, 4, — 3sH, 41 + sH,)
=3(sHy_1+sH,i+sH,  1j+SH, 1 2k) —3(sHy,_,tsH,_qitsH,j+sHy,,1k)
+(sHy_3+sH,_,i + sH,_1j + sH,k)
elde edilir. Esitlik diizenlenirse,
sHQu = 3sHQy 1 —3sHQp_, + sHQ, 3
istenilen sonug bulunur. O

Teorem 3.39 Tam kare Lucas hibrit kuaterniyon say1 dizisi i¢in yineleme bagintisi

sLHQ, = 3sLHQ,,_; — 3sLHQ,,_, + sLHQ,,_5 (3.46)

seklinde tanimlanmustir [29].

Ispat. Tam kare Lucas hibrit kuaterniyonunun tanimim (3.37) ve tam kare Lucas hibrit
sayilarinin yineleme bagintisini (3.44) kullanilirsa,

sLHQ, = sLH, + sLH,.1i + sLH,,,,j + sLH,, .3k
=(3sLH,_, — 3sLH,,_, + sLH,,_3) + (3sLH,, — 3sLH,_, + sLH,_, )i
+(3sLH,,; — 3sLH,, + sLH,,_, )j + (3sLH,,., — 3sLH,,., + sLH,)k
=3(sLH,_,+ sLH,i + sLH,,j+ sLH,,,k ) —3(sLH,,_, + sLH,_;i
+sLH,j + sLH,,,k)+(sLH,_3 + sLH,_,i + sLH,_,j + sLH,k)
elde edilir. Esitlik diizenlenirse,
sLHQ,, = 3sLHQ,_; — 3sLHQ,_, + sSLHQ,,_;
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istenilen sonug bulunur. O

Teorem 3.40 Tam kare hibrit say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu
SHo+(sHy—35Hg)x+(sHy—3sH{+35Hg)x?
Goy(x) = Yoo SHyx™ =
SH( ) ZTI—O n 1—-3x+3x2—x3

(3.47)
seklindedir [29].

Ispat. Tam kare hibrit say1 dizisinin yineleme bagintisi (3.43) ve toplam

sembolinin 6zellikleri kullanilirsa

[oe]

Goy () = Z sH,x" = sHy + sHyx + sHox2 + Z(BSHH — 35H,_5 + sH,_3)x"

n=0 n=3
= sHy + sHyx + sHyx? + 3x Z SH,x™ — 3x? z sH,x™ + x3 Z sH,x™
n=2 n=1 n=0

[ee)

= sHy + sHyx + sHyx* — 3x(sHy + sHyx) + 3x%sH, + SxZ SH,x™

n=0
(00 (ee]

—3x? Z SH,x™ +x3 Z SH,x™

= sH, + (sH; — 3sHy)x + (sH, — 3sH; + 3sHy)x? + (x® — 3x? + 3x) z sH,x™

n=0
elde edilir. Elde edilen esitlik diizenlenirse,

(1 —3x + 3x%—x3) z sH,x™ = sHy + (sH; — 3sHy)x + (sH, — 3sH; + 3sH,)x?>
n=0
sHy + (sH; — 3sHy)x + (sH, — 3sH; + 3sH,)x?
Goy(x) = Z sH,x™ =
: 1—3x+3x2—x3
n=
bulunur. O
Teorem 3.41 Tam kare Lucas hibrit say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu G,y (x) olmak

uzere

SLH+(sLH1—3sLHg)x+(sLH,—3sLH{+3sLHy)x?

o j—
GSLH (X) = Zn=0 SLann - 1—3x43x2—x3

(3.48)
esitligi saglanir [29].

Ispat. Tam kare Lucas hibrit say1 dizisinin yineleme bagmtisi (3.44) ve toplam

semboliiniin 6zellikleri kullanilirsa,

[oe]

Gsu(x) = Z SLHx"

n=0
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= sLHy + sLH;x + sLH,x? + ZBSLH”_l — 3sLH,_, + sLH,_3;)x™

n=3

= sLHy + sLH;x + sLH,x* + 3x z SLH,x™ — 3x? Z SLH,x"™ + x3 Z SLH,x"
n=2 n=1 OOn=0
= sLHy + sLH,;x + sLH,x?* — 3x(sLH, + sLH;x) + 3x?sLH, + 3xz sLH,x"
—3x? Z SLH,x"™ +x3 Z SLH,x"
n=0 n=0

= (x3 —3x% + 3x) Z SLH,x"™ + sLHy + (sLH, — 3sLH,)x
n=0
elde edilir. Esitlik diizenlenirse,

(1—3x +3x% —x3) Z SLH,x™ = sLHy + (sLH, — 3sLHy)x + (sLH, — 3sLH,; + 3sLH,)x?
n=0

o]

sLHy + (sLH, — 3sLHy)x + (SLH, — 3sLH; + 3sLHy)x?
= SLHx" =
Gswn (%) Z ShtnX 1—3x+3x2—x3

n=0

istenilen elde edilir. 0O

Teorem 3.42 Tam kare hibrit kuaterniyon say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu

sHQy+(sHQ,—3sHQy)x+(sHQ,—3sHQ,+3sHQ)x?

Gsuo(x) = 2n=0 sHQ, x" = 1-3x+3x2—x3

(3.49)
seklindedir [29].

Ispat. Tam kare hibrit kuaterniyon yineleme bagintisi (3.45) ve toplam semboliiniin
ozellikleri kullanilirsa,

[ee]

Garng() = ) SHQ,x"

n=0

= sHQy + sHQ,x + sHQ,x? + Z(35HQn—1 —3sHQ,—, + sHQp,_3)x™

n=3
= SHQy + sHQ,x + sHQ,x? + 3x2 sHQ,x™ — 3x? z SHQ,x™ + x3 Z SHQ,x™
n=2 n=1 n=0

o

= sHQy + sHQ;x + sHQ,x? — 3x(sHQy + sHQ,x) + 3x?sHQ, + BxZ SHQ,x™

n=0
—3x? 2 SHQ,x™ + x3 Z SHQ, x™
n=0 n=0
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= (x3 — 3x?% + 3x) z SHQ,x™ + sHQ, + (sHQ; — 3sHQy)x
n=0
+(sHQ, — 3sHQ, + 3sHQ,)x?>
olur. Elde edilen esitlik diizenlenirse,

(1 —3x+3x% —x3) z SHQ,x™ = sHQ, + (sHQ, — 3sHQy)x
n=0
+(sHQ, — 3sHQ, + 3sHQ,)x?>

oo _ SHQy+(sHQ,—3sHQ)x+(sHQ,—3sHQ,+3sHQ,)x?
GSHQ () = Zn=o SHann - 1—3x+3x2—x3 =

Teorem 3.43 Tam kare Lucas hibrit kuaterniyon say1 dizisinin {irete¢ fonksiyonu

_ SLHQq+(sLHQ, —3sLHQy)x-+(sLHQ,—3sLHQ, +3sLHQq)x?
- 1—3x+3x2—x3

Gsiro(x) = Xp=oSLHQ, x™ (3.50)

formundadir [29].

Ispat. Tam kare Lucas hibrit kuaterniyon yineleme bagintis1 (3.46) ve toplam
semboli ozellikleri kullanilirsa,

[0¢]

Gang() = ) SLHQ,x"

n=0

= SLHQ, + sLHQ,x + sLHQ,x* + Z(SSLHQn_1 — 3sLHQ,,_, + SLHQ,,_3)x"

n=3

= SLHQy + sLHQ,x + sLHQ,x? + 3x Z SLHQ,x™ — 3x? Z SLHQ,x"
- n=2 n=1
+x3 Z SLHQ,x"
n=0

= SLHQ, + sSLHQ;x + sLHQ,x? — 3x(sLHQy + sLHQ,x) + 3x%*sLHQ,

+3xz SLHQ,x™ — 3x? z SLHQ,x™ + x3 z SLHQ,x"

n=0 n=0 n=0

= (x> —3x% + 3x) Z SLHQ,x™ + sLHQq + (SLHQ; — 3sLHQ,)x
n=0
+(sLHQ, — 3sLHQ; + 3sLHQ,)x?>
elde edilir. Esitlik diizenlenirse,

(1 —3x+ 3x? —x3) z SLHQ,x™ = sLHQy + (sLHQ; — 3sLHQ,)x
n=0

+(SLHQ, — 3sLHQ, + 3sLHQ,)x?>
Gorng(X) = S52g SLHQux™ = SLHQqo+(SLHQ; ~3SLHQq)x+(SLHQ,—3SLHQ; +3SLHQp)x>
SLH — 4&n=0 n - 1-3x+3x2—x3
boylece istenilen elde edilir. O
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Teorem 3.44 Tam kare hibrit sayilar1 arasinda

SHyy1 =sH, +T(2n+ 1)+ 2¢ (3.51)
T=1+i+e+h P=i+2¢+3hve y=i+4e+9h
esitligi saglanmaktadir [29].

Ispat. Tam kare hibrit sayilar1 icin Binet formiilii (3.39) kullanilirsa istenilen asagidaki
gibi elde edilir.

SHpyy =T+ D2 +20(n+ 1) +7
=% +4+2n+7+i2n+1)+ 24
=sH, +t2n+ 1)+ 2§ O

Teorem 3.45 Tam kare Lucas hibrit sayilari arasinda

SLH,,, = sLH, + 2T(2n+ 1) + ¢* (3.52)
T=14i4+e+h @¢*"=-3+i+5c6+%vey " =2+i+4e+11h

esitligi saglanmaktadir [29].

Ispat. Tam kare Lucas hibrit sayilar1 icin Binet formiilii (3.40) kullanilirsa istenilen
asagidaki gibi elde edilir.
SLH, 1 =2t (n+ D?+¢*(n+ 1) +7*
=2+ @'n+7 +2fQ2n+ 1) + ¢*

=sLH, +2T(2n+ 1) + §" O
Teorem 3.46 Tam kare hibrit kuaterniyonlar arasinda

SHQu+1 = sHQ, + (2n + 1)Tt + 2(P7 + To) (3.53)
T=1+i+j+ki=1+i+e+ho=1i+2j+3k
p=i+2e+3hy=i+4j+9% ve y=i+4e+9h

esitligi saglanir [29].

Ispat. Tam kare hibrit kuaterniyon i¢in Binet formiilii (3.41) kullanilirsa,

SHQpi1 = Tt(n+ 12+ 2(dt+T@)(n+ 1) + 7 + Ty + 20P
=’ + 2n+ DIt + 2(Pt + To)n + 2(Pt + @) + T + Ty + 20§
=tm? + 2(t+ Te)n + 7t + Ty + 209 + 2n + DIt + 2(Pt + T)

=sHQ, + 2n+ DTt + 2(pt + To)
istenilen elde edilir. m]

Teorem 3.47 Tam kare Lucas hibrit kuaterniyonlar1 arasinda

SLHQ,, .1 = SLHQ, + 2(2n + 1)Tt + (¢*t + 4Tp) (3.54)
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t=1+4+i+j+kiT=1+i+e+ho=i+2j+3k
P=i+2e+3hy=i+4j+9,y=i+4c+9h
P*"=—-34+i+5c6+9%vey " =2+i+4e+11h
esitligi saglanmaktadir [29].

Ispat. Tam kare Lucas hibrit kuaterniyon icin Binet formiilii (3.42) kullanilirsa,

SLHQ, .1 = 2Tt(n + 1)? + (g1 + 4T@)(n+ 1) + 71 + 2%y + @ §*
=2T? + (§*t + 4T)n + 71 + 2Ty + @* + 2(2n + 1Tt + (§*T + 41¢)
=sLHQ, +22n+ DTt + (§*t + 4Tp)

istenilen elde edilir.

3.9 Tam Kare ve Tam Kare Lucas Kuaterniyonlari, Hibrit Sayilar1 ve Hibrit
Kuaterniyonlar1 Arasindaki Iliskiler

Teorem 3.48 n > 2 i¢in tam kare Lucas kuaterniyon ve tam kare kuaterniyon arasinda

sLQ, =4s50Q,_, — 25Q,,_1 +9Int—3(4+i— 2j — 5k) (3.55)
t=1+i+j+k
esitlik saglanir [29].

Ispat. Tam kare Lucas kuaterniyon tanimi (3.24) ve tam kare Lucas sayilarinin tam kare

sayilarla olan iligkisi (3.18) kullanilirsa:

sLQ, =sL, +SLyiqi+ SLy,oj + SLy3k

=45, 5 —2Sp_1 +9n—12 4+ (4s_1 — 25, + In—3)i + (4s,, — 2541 + IN + 6)j
+(4Sp41 — 2Sp4p +9n+15)k

= 4‘(Sn—z + Sn—li + Snj + Sn+1k) - z(sn—l + Sni + Sn+1j + Sn+2k)
+9n(1+i+j+k)—3(4+i—2j—5k)

= 4(Sp_g + Sp_qi+ Spj + Spp1k) — 2(Sp_q + Spi + Spy1j + Spy2k) + 9nt
—3(4+i—2j—5k)

=45Q,_» —25Qy_1 +9nt —3(4 +i—2j — 5k)

elde edilir. |

Teorem 3.49 n > 2 i¢in tam kare Lucas hibrit ve tam kare hibrit sayilar1 arasinda
sLH, = 4sH,,_, — 2sH,_{ +9nT —3(4 +i— 2¢e — 5h) (3.56)
T=14+i+e+h
esitligi saglanmaktadir [29].

Ispat. Tam kare Lucas hibrit sayilar tanimi (3.34) ve tam kare Lucas sayilarmin tam
kare sayilariyla olan iligkisini (3.18) kullanilirsa,
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SLH, = sL, + SL, 10+ SLy, .26 +SLy,.3h
= (4sp_y — 28p_1 +IN—12) + (4s,_1 — 25, + 9n — 3)i
+(4s, — 2Sp41 +IN+6)e+ (4541 — 25542 + 9N+ 15)h
=4(Sp_y + Sp_ql + S + Sp41h) — 2(Sp—1 + Syl + Spp1€ + Speah)
+9n(1+i+¢e +h)—3(4+i—2e—5h)
=4(Sp_y + Sp_1l + Spe + Spp1h) — 2(Sp_q + Spi + Spy1€ + Spa2h)
+9nt —3(4 +1i—2&—5h)
=4sH,,_, —2sH,_{+9nT—3(4+i— 2¢ —5h)
elde edilir. m|

Teorem 3.50 n > 2 i¢in tam kare Lucas hibrit kuaterniyon ve tam kare hibrit kuaterniyon

arasida

SLHQ,, = 4sHQ,,_, — 2sHQ,_, + 9T(tn + ¢) — 31(4 + i — 2¢ — 5h) (3.57)
t=1+i+j+k, o=i+2j+3k, T=1+i+e+h
esitligi vardir.
Ispat. Tam kare Lucas hibrit kuaterniyon tanimi (3.37) ve (3.56) esitligi kullanilirsa,

sLHQ,, = sLH, + sLH, i + sLH,,,j + sLH, sk
= (4sH,_, — 2sH,_, + Int — 3(4+ i — 2¢ — 5h))
+(4sH,_, — 2sH, + 9(n + 1) — 3(4 + i — 2 — 5h))i
+(4sH, — 2sH, 1 +9(n+ 2)T—3(4 + i — 2e — 5h))j
+(4sHyy1 — 2SHp o +9(n+3)T—3(4 +i— 2¢e —5h))k
= 4(sH,_, + sH,,_1i + sH,j + sH,,1k) — 2(sH,,_, + sH,i + sH,,,1j + sH,,,k)
+9T(n(1+i+j+k)+i+2j+3k)—3(1+i+j+k)(4+i—2e—5h)
=4(sH,_, + sH,_1i + sH,j + sH,,1k) — 2(sH,,_y + sHyi + sH, 11 + sHy,2k)
+9t(tn+ @) —31(4 + i — 26 — 5h)
Burada tam kare hibrit kuaterniyonu tanimi (3.35) kullanilirsa

sLHQ, = 4sHQ,,_, —2sHQ,,_, + 9T(tn+ ¢) —3t(4 + i — 2¢ — 5h)
istenilen elde edilir. O

Tezin bu boliimiinde elde edilen tam kare ve tam kare Lucas kuaterniyon, hibrit ve hibrit
kuaterniyon yapilari, klasik say1 dizilerinin ¢ok boyutlu cebirsel uzaylardaki
izdiisiimlerini temsil etmektedir. Teorem 3.24, Teorem 3.25 , Teorem 3.32 ve Teorem
3.33 'de tiiretilen Binet formiilleri, bu karmasik yapilarin genel terimlerinin n-inci adimda

dogrudan hesaplanabilmesine olanak tanimaktadir.

Cebirsel acidan incelendiginde, kuaterniyon birimlerinin (i, j, k) degismeli olmayan
carpim kurallari ile hibrit birimlerin (i, &, h) sagladig1 kompleks-dual-hiperbolik yapilarin
birlesimi, tam kare say1 dizisinin dinamiklerini ¢ok daha genis bir parametre uzayina

tasimaktadir. Ozellikle Teorem 3.48, Teorem 3.49 ve Teorem 3.50 *da sunulan tam kare
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Lucas kuaterniyonlar1 ile tam kare kuaterniyonlar1 arasindaki lineer iligki, bu yliksek
boyutlu yapilarin hala temel bir karesel ¢ekirdege s, = n? sadik kaldigin1 ve yapisal
biitiinligiinli korudugunu kanitlamaktadir. Bu durum, s6z konusu dizilerin sadece teorik
sayilar teorisinde degil, ayn1 zamanda hibrit sistemlerin modellenmesi gereken bilgisayar
grafikleri ve fiziksel modelleme gibi uygulamali alanlarda da potansiyel birer arag

oldugunu gostermektedir.
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4. SONUCLAR

Bu tez calismasinda, literatiirde koklii bir yere sahip olan Fibonacci ve Lucas sayi dizileri

ile tam kare say1 dizisi arasindaki cebirsel baglar derinlemesine incelenmistir.

Calismanin en temel 6zgilin degeri, tam kare say1 dizisinin Fibonacci ve Lucas say1 dizileri
ile iligkisini veren genel bir esitlik elde edilmis ayrica ilgili diziler polinom, kuaterniyon
ve hibrit say1 sistemleri gibi ileri matematiksel yapilara sistematik bir sekilde
genellenmistir. Sonug¢ olarak bu c¢aligma; tam kare sayir dizisinin esnek yapisini

kanitlamis, sayilar teorisi ile hiperkompleks sistemler arasinda yeni bir koprii kurmustur.

Burada elde edilen teorik alt yapi; kriptografi, kodlama teorisi ve kuantum hesaplama gibi
dizilerin periyodik Ozelliklerinden yararlanan alanlarda yeni aragtirma ufuklar1 agma

potansiyeline sahiptir.

52



KAYNAKLAR

[1] Koshy, T. (2001). Fibonacci and Lucas Numbers with Applications. New York:
Wiley-Interscience.

[2] Hoggatt, V. E. (1969). Fibonacci and Lucas Numbers. Boston: Houghton
Mifflin.

[3] Wet, J. (2023). The radius and center of Fibonacci-run graphs. Discrete Applied

Mathematics, 325, 93-96. https://doi.org/10.1016/j.dam.2022.10.007

[4] Avazzadeh, Z., Hassani, H., Agarwal, P., Mehrabi, S., Javad Ebadi, M., & Hosseini
Asl, M. K. (2023). Optimal study on fractional fascioliasis disease model based on
generalized Fibonacci polynomials. Mathematical Methods in the Applied Sciences,
46(8), 9332-9350. https://doi.org/10.1002/mma.9057

[5] Otto, H. H. (2022). Fibonacci stoichiometry and superb performance of Nb16W5055

and related super-battery materials. Journal of Applied Mathematics and Physics,
10(6), 1936—1950. https://doi.org/10.4236/jamp.2022.106133

[6] De Oliveira, R. R., & Alves, F. R. V. (2019). An investigation of the bivariate complex

Fibonacci polynomials supported in didactic engineering: An application of Theory
of Didactics Situations (TSD). Acta Scientiae, 21(3), 170-195.

[7] Ozkan, E., & Akkus, H. (2024). A new approach to k-Oresme and k-Oresme-Lucas

sequences. Symmetry, 16, 1-12. https://doi.org/10.3390/sym16111407

[8] Uygun, S., & Eldogan, H. (2016). k-Jacobsthal and k-Jacobsthal Lucas matrix

sequences. International Mathematical Forum, 11(3), 145-154.

http://dx.doi.org/10.12988/imf.2016.51192

[9] Soykan, Y. (2021). Generalized Leonardo numbers. Journal of Progressive Research
in Mathematics, 18(4), 58—84.

[10] Falcon, S., & Plaza, A. (2007). On the Fibonacci k-numbers. Chaos, Solitons &

53



Fractals, 32(5), 1615-1624. https://doi.org/10.1016/j.chaos.2006.09.022

[11] Kuloglu, B., & Ozkan, E. (2022). On generalized (k, r)-Pell and (k, r)-Pell-Lucas
numbers. Notes on Number Theory and Discrete Mathematics, 28(4), 765-777.

[12] Yilmaz, N. S., Wloch, A., & Ozkan, E. (2024). Generalization of the distance
Fibonacci sequences. Axioms, 13(7), 1-16.

[13] Aydm, F. T. (2018). On generalizations of the Jacobsthal sequence. Notes on Number
Theory and Discrete Mathematics, 24(1), 120-135.

[14] Ozkan, E., & Uysal, M. (2021). Mersenne—Lucas hybrid numbers. Mathematica
Montisnigri, 52, 17-29.

[15] Catarino, P., & Morgado, M. L. (2016). On generalized Jacobsthal and Jacobsthal—
Lucas polynomials. Analele Stiintifice ale Universitatii Ovidius Constanta, 24(3),
61-78.

[16] Tasci, D., & Sevgi, E. (2021). Some properties between Mersenne, Jacobsthal and
Jacobsthal-Lucas hybrid numbers. Chaos, Solitons and Fractals, 146, 110862.

[17] Bravo, J. J., Herrera, J. L., & Luca, F. (2021). Common values of generalized
Fibonacci and Pell sequences. Journal of Number Theory, 226, 51-71.

[18] Dasdemir, A. (2011). On the Pell, Pell-Lucas and modified Pell numbers by matrix
method. Applied Mathematical Sciences, 5(64), 3173-3181.

[19] Sabaa, N., Boussayouda, A., & Kanuri, K. V. V. (2022). Mersenne—Lucas numbers
and complete homogeneous symmetric function. Journal of Mathematics and
Computer Science, 24, 127-139.

[20] Celemoglu, C. (2024). Pell-Leonardo numbers and their matrix representations.

Journal of New Results in Science, 13(2), 101-108.
[21] Koken, F., & Bozkurt, D. (2008). On the Jacobsthal-Lucas numbers by matrix

method. International Journal of Contemporary Mathematical Sciences, 3(33),

54



1629-1633.

[22] Hamilton, W. R. (1866). Elements of Quaternions. Longman, Green & Company:
London, UK.

[23] Ozdemir, M. (2018). Introduction to hybrid numbers. Advances in Applied Clifford
Algebras, 28, 1-32.

[24] Dagdeviren, A., & Kuruz, F. (2020). On the Horadam hybrid quaternions. arXiv
preprint, arXiv:2012.08277.

[25] Doman, B. G. S., & Williams, J. K. (1981). Fibonacci and Lucas Polynomials.
Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 90(3), 385-387

[26] Wilf, H. S. (2006). Generatingfunctionology (3rd ed.). A K Peters/CRC Press.

[27] Horadam, A. F. (1963). Complex Fibonacci numbers and Fibonacci quaternions.
American Mathematical Monthly, 70, 289-291.

[28] Altiparmak, 1., Akkus, H., & Ozkan, E. (2025). On a Generalization of the Perfect
Square Sequence and Its Polynomial. Mathematica Montisnigri, 62(2), 64—77.

[29] Ozkan, E., & Altiparmak, I. (2026). Perfect Square and Perfect Square Lucas
Quaternions and Their Hybrid Extensions. Bulletin of the Transilvania University of
Brasov, Series 11I: Mathematics and Computer Science. (baskida)

[30] Graham, R. L.,Knuth, D. E., and Patashnik, O. (1994) Concrete Mathematics: A
Foundation for Computer Science (2nd ed.). Addison-Wesley Publishing Company,

Reading, MA.

55



OZGECMIS

Marmara Universitesi matematik bdliimiinden mezun oldu. Yurt Dis1 Tiirkleri ve Akraba
Topluluklarma ait olan Bag-lar adli dergide *’Matematik Her Yerde’’ ve ’Bir Insan
Kendini Nasil Tanimlar’’ yazilar1 yayimlanmustir. 2024 yilinda Marmara Universitesi
Matematik béliimiinde yiiksek lisansa basladi. 2025 yilinda Marmara Universitesi

Pedagojik formasyon egitimi sertifikasini aldi.

Haziran 2026 Ikramiye ALTIPARMAK

56






