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OZET

DEGISMELI HALKALARIN S-YARI ASAL IDEALLERI

Bu calismada yar1 asal ideallerin genellestirmesi olan S-yari asal idealler degismeli

halkalar {izerinde tanimlanmustir.

R birimli ve degismeli bir halka ve S € R ¢arpimsal kapali bir alt kiime olsun. P, P N
S = @ olacak sekilde R nin bir ideali olsun. Bir x € R ve m € N i¢in x™ € P iken sx € P

olacak sekilde sabit bir s € S varsa P ye S-yar1 asal ideal denir.

Yapilan tanimdan yola ¢ikilarak asal idealler, maksimal idealler, radikal idealler gibi
belirli ideal yapilari ile S-yari asal idealler arasindaki iliskiler incelenmistir. Hangi kosullar

altinda bu tanimlarin denk oldugu belirlenmis, 6rnek ve ters 6rneklere yer verilmistir.

Son olarak S-yari asal ideal tanimi kullanilarak indirgenmis halka yapisi karakterize
edilip, indirgenmis halkalarin genellestirmesi olan S-indirgenmis halkalarin tanimi
yapilmustir. R bir halka ve S € R carpimsal kapali bir alt kiimesi olsun. Bir x € R ve m € N

icin x™ = 0 iken sx = 0 olacak sekilde sabit bir s € S varsa R ye S-indirgenmis halka denir.



ABSTRACT

S-SEMIPRIME IDEALS OF COMMUTATIVE RINGS

In this paper, we introduce the notion of S-semiprime ideal which is a generalization of

semiprime ideal.

Let R be a commutative ring with a nonzero identity and S € R a multiplicatively
closed set. An ideal P of R with P NS = @ is said to be an S-semiprime ideal if there exists

s € S and whenever x™ € P forsome m € N and x € R, then sx € P.

By using the definition of S-semiprime we investigate the relations between S-
semiprime ideal and prime, semiprime, maximal ideal. Searching that in which situation these

definitions are equal and giving examples and inverse examples about it.

At last by using S-semiprime ideals we characterize reduced rings. In particular, R is
said to be an S-reduced ring if there exists s € S and whenever x™ = 0 for some m € N and

x € R, then sx = 0.



YENILIK BEYANI

Tezin ikinci bolimiinde yar1 asal ideallerin genellestirmesi olan S-yari asal ideal tanimi
yapilmugtir. S-yari asal ideallerin degismeli halkalardaki 6zellikleri ve bazi cebirsel yapilarla

iligkisi incelenmistir.

Tezin ikinci boliimiinlin ikinci kisminda S-indirgenmis halkalar tanimlanmistir. S-

indirgenmis halkalarin S-tamlik bolgesi ile iligkisi incelenmistir.

Vi



SEMBOLLER
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1. GIRIS

Kisith durumlar igin gergeklenen ozellikleri genellemek her disiplinden pek ¢ok bilim
insaninin amaci olmustur. Boyle bir genellestirme yapilarak genel durum i¢in bir kural elde
edilmis ve genele bir anlam yiliklenmis olunur. Matematikgiler de bu baglamda g¢alismalar

yapmiglardir.

Cebirsel yapilarin genellestirmesi daha genis bir bakis agis1 sagladigi i¢in ¢ok caligilan
bir konudur. Ayrica bu sekilde yapilan bir ¢alisma, 6zelliklerin gerek ve yeter sartlarin1 daha
ayrintil inceleme firsat: verir. Ornegin zayif asal idealler (Anderson ve Smith, 2003), 2-yutan
idealler (Badawi, 2007), S-asal idealler (Sevim ve ark.,, 2019); ideallerin ¢esitli

genellestirmeleri olarak ¢alisilan konulardandir.

Bu c¢alismada S-yar1 asal idealin tanim1 yapilarak S-yari asal ideallerin diger cebirsel
yapilarla iligkisine dair sorulara cevap aranmistir. S-yari asal ideallerin yar1 asal olmasi igin
hangi kosullar gerekmektedir? Bu sekilde tanimlanan bir ideal ile tanimlanan boliim halkasi
nasil bir yapiya sahip olur? Halka homomorfizmalar: altinda bu ideallerin goriintii ve ters
goriintiisti incelendiginde hangi sonuglar bulunur? Caligmanin ikinci boéliimiinde bu gibi

sorular cevaplandirilmistir.

Tezin bu bolimiinde ise ikinci boliimde genellestirdigimiz yapilarla ilgili 6n bilgiler

verilmistir.

1.1. Halka ve idealler Hakkinda Genel Bilgiler

Tanmm 1.1.1.
R bir kiime ve tizerinde tanimli ikili islemler +, - olsun. Her x,y,z € R igin,

Q) x +y =y + x (birinci islemin degisme 6zelligi vardir)

(i) x+ (y+2z)=(x+y)+ z (birinci islemin birlesme 6zelligi vardir)

(iii) x €R i¢in x + 0 =x olacak sekilde 0 € R vardir (birinci islemin birim
elemani1 vardir)

(iv) x €R igin x+ (—x) =0 olacak sekilde (—x) € R vardir (birinci islem
iizerinden her elemanin tersi vardir)

(v) (x-y)-z=x-(y-2z) (ikinci islemin birlesme 6zelligi vardir)



(vi) x-y+z)=x-y+x-zve (x+y)-z=x-z+y-z (ikinci islemin birinci

islem iizerine sagdan ve soldan dagilma 6zelligi vardir)
sartlarin1 saglayan R kiimesine halka denir.
Buradan sonra “x - y” islemi gdsterimi yerine “xy” kullanilacaktir.

Yukarida tanimi1 yapildigi tizere cebirsel yapinin halka belirtmesi i¢in ikinci igleme gore
birim elemanin, ters elemanin ve degisme ozelliginin olmasma gerek yoktur. Ozel olarak
yapida ikinci isleme gore birim eleman varsa halkaya birimli halka, degisme 6zelligi varsa
degismeli halka denir. Calismanin tiim bdliimlerinde arastirdigimiz 6zellikler i¢in halkay1

birimli ve degismeli alacagiz.
Ornek 1.1.2.

A + @ ve A C R olmak iizere, A dan R ye tiim fonksiyonlarin kiimesi R4 ile gosterilsin.
R, asagidaki islemlerle birlikte degismeli ve birimli bir halkadir. Her f,g E R4 ve x € A
icin,
F+9@) =fl) +g&)
(f9) () = fx)g ().
Ayrica R, halkasinin birim elemani I(x) = 1 fonksiyonudur.

Ozel olarak, tiim reel say1 dizilerinin kiimesi Ry birimli ve degismeli bir halkadir.
Ornek 1.1.3.

R bir halka ve M} (R), n X n lik tiim kare matrislerin kiimesi olsun. Matrislerde toplama

ve ¢arpma islemine gore My} (R), birimli bir halkadir.
Tanmm 1.1.4

R bir halka ve H € R olsun. H kiimesi R halkasindaki islemlere gore halka oluyorsa H

ye R nin alt halkas1 denir.
Ornek 1.1.5

Q) Reel katsayili, reel degerli tiim polinomlarin kiimesi g = {f(x): f(x) = ay +
a;x+ -+ apx",a; ER,n €N}, R den R ye tiim fonksiyonlarin kiimesi Ry nin bir alt
halkasidir.

(i)  C[0,1] = {f € Rjp,13:f,[0,1] kapali araliginda siirekli}, Rpo,; nin bir alt
halkasidir.



Ornek 1.1.6

n € N olmak iizere tim n X n lik kosegen matrislerin kiimesi M;;(R) nin bir alt

halkasidir.
Tanmm 1.1.7

R bir halka ve x € R olsun. xy = 0 olacak sekilde 0 # y € R varsa x e sifir bolen denir.

Sifirdan farkli sifir boleni olmayan halkaya tamlik bolgesi denir.
Ornek 1.1.8

(i) Z tam sayilar halkasi bir tamlik bolgesidir.
(ii) Z,, halkas1 n asal say1 iken bir tamlik bolgesidir. n asal say1 degilken n > p
olacak sekilde bir p sifir béleni vardir.
(iii) Z[\/ﬁ] = {a + bVn:a,b € Z} bir tamlik bolgesidir.
(iv) p-adik tam sayilar kiimesi Z, = nap<:m=0a,c€
Z,p sabit asal sayt} bir tamlik bolgesidir.
(V) Tim reel katsayili kuvvet serilerinin kiimesi R[[x]] = {Z5o axx*: a; € R}

bir tamlik bolgesidir.
Tanmm 1.1.9

R halkasinda ikinci isleme gore tersi bulunan elemanlara birimsel eleman denir. R

halkasinin tiim birimsel elemanlarinin kiimesi U (R) ile gosterilir.
Ornek 1.1.10

Ry, R,, -+, R, halkalar olsun. R; X R, X --- X R,, kartezyen carpim kiimesi bilesen-
bilesen toplama ve g¢arpma islemlerine gore birimli ve degismeli halka yapisi olusturur. Bu

halkanin birim eleman1 (1¢, 1g,, -, 1g,) ve sifir eleman1 (Og,, Og,, -+, 0g ) dir.

Ayrica, R, R,,---,R, halkalarmin birimsel elemanlarinin  kiimesi sirasiyla
U(R,),U(R3), -, U(R,) olsun. Kartezyen ¢arpim halkasinin birimsel elemanlarinin kiimesi

URy X Ry X X R,) =U(Ry) X U(Ry) X -+ X U(Ry) olur.
Tamm 1.1.11

R halkasimin sifirdan farkli tim elemanlarinin ikinci isleme gore tersi mevcutsa R ye

cisim denir.



Tanim 1.1.12

Bir R halkasinda a, b € R igin a = bc olacak sekilde bir ¢ € R varsa b elemanina a y1

boler denir ve b|a notasyonuyla gosterilir.
Tamm 1.1.13

R halkasinda sifirdan farkli bir a € R ve n € N i¢in a™ = 0 sart1 saglaniyorsa a ya

nilpotent eleman denir.
Ornek 1.1.14

n asal say1 degil iken, Z, halkasini ele alalim. n sayisinin asal garpanlara ayrilmig hali
i =12,k icin p; asal say1 ve k; € N olmak iizere n = p;*1p,*2 ... p;Xi yazimma esit
olsun. Bu durumda p;p, :-- p;|a sartin1 saglayan her a € Z,, igin a™ = 0 olacak sekilde m €

N bulunur. Bu sekilde tanimlanan a elemanlar1 Z,, halkasinin nilpotent elemanidir.
Tamm 1.1.15

R bir halka ve p € R olsun. p|ab olmasi durumu p|a veya p|b olmasini gerektiriyorsa p
ye R halkasimin asal elemani denir. Ornegin, Z halkasinin asal elemanlari, p asal say1 olmak

lizere, p lerdir.
Tanmm 1.1.16

R bir halka ve I, R nin bir alt kiimesi olsun. Her a,b €l ve r e R i¢cin a— b € I ve

ra € I saglaniyorsa I ya R halkasinin ideali denir.

Ornek 1.1.17

Ornek 1.1.10 da verilen R = R; X R, X -+ X R,, halkasimin bir ideali I = I; X I, X --- X
I, olsun. O halde her (aq,a,,a,),(by, by +,by) €Il i¢in (ay,ay - ,a,) —
(b1, by, -+, by) € I olmahdir. Boylece her i € {1,2,-:-,n} igin a; — b; € I; olur. Diger taraftan
her (a,,a,,:-,a,) € Ive her (r,r,,-,1,) €R igin (ay,a,, -, a,)(ry, 1y, ,1,) €1 olur.
Boylece her i€ {1,2,:--,n} igin a;r; €I; bulunur. Dolayisiyla Iy, 1,,-, I, sirasiyla

Ry, R,, -+, Ry, halkalarinin idealleri olur.
Ayrica R nin her ideali, I;, R; nin ideali olmak tizere, I = I; X I, X --- X [,, formundadir.

Tanim 1.1.18



R halkasinin herhangi bir alt kiimesi A olsun. A kiimesini kapsayan tiim ideallerin

kesisimine A nin {rettigi ideal denir ve (A) ile gosterilir. Ayrica

A C R alt kiimesi igin;
k
(4) = {z ra;:r; ERvea; €A, i=12,-,k k€ N}
i=1
A ={aq,a,, -, a,} sonlu kiimesi igin;

n
(4) = {z r;a;: 1 E Rvea; € A}
i=1

ve tek elemanli A = {a} kiimesi i¢in;
(A) = (a) = Ra = {ra:r € R}
dir.
Ornek 1.1.19

(Z,+,") halkasinda A = {2,4} alalm. O halde A kiimesi, (A) = {2r:r € Z} = 2Z

idealini tiretmis olur.
Tanim 1.1.20

R bir halka ve S, R nin bir alt kiimesi olsun. 0 € S, 1 € Sve hera,b € Si¢in ab € S ise

S kiimesine R nin ¢arpimsal kapal1 alt kiimesi denir.
Ornek 1.1.21

Q) Zg = {0,1,2,3,4,5,6,7} halkasini alalim. Zg in S = {1,3,5} alt kiimesi i¢in 1.3 =
3,1.5 =5,3.5 =1 olur. O halde S, Zg in ¢arpimsal kapal1 bir alt kiimesidir.
(i) p bir asal say1 olmak {izere Z — pZ kiimesi, Z tam sayilar kiimesinin ¢arpimsal

kapali alt kiimesidir.
Ornek 1.1.22

(i) R bir halka ve x € R i¢in S = {x™: n > 0} ¢arpimsal kiimedir.
(i) R; ve R, iki halka iken R = R; X R, halkasin1 g6z Oniine alalim. R; X R,
halkasinin ¢arpimsal kapali alt kiimesi S = S; X S, olsun. Tanimdan her a = (a4,a;), b =

(b1,by) €S i¢in ab = (a,by,a,b,) € S olur. Bu durumda a,,b; € S; iken a;b; €S; ve



a,, b, € S, iken a,b, € S, olur. Dolayisiyla S; ve S,, R; ve R, halkalarinin ¢arpimsal kapali

kiimeleridir.

Tamm 1.1.23
R bir halka ve S, R halkasinin carpimsal kapali alt kiimesi olsun. Her xy € Si¢cinx € S

ve y € S ise S kiimesine doymus ¢arpimsal kapal1 kiime denir.
Ornek 1.1.24

R bir halka ve R halkasinin tiim sifir bélenlerinin kiimesi A olsun. S = R — A doymus

carpimsal kapali kiimedir.
Tanim 1.1.25

R bir halka ve S, R halkasimin g¢arpimsal kapali alt kiimesi olsun. R halkasinin S
kiimesini kapsayan en kiigiik, tek bir doymus ¢arpimsal kapali alt kiimesi vardir. Bu kiimeye S
carpimsal kapali kiimesinin doyurulmusu denir, S ile gosterilir. S kiimesi, S yi kapsayan tiim

doymus carpimsal kapali kiimelerin kesigimidir.
Tanim 1.1.26

R bir halka ve I # R bir ideali olsun. Her a,b € R igin ab € [ olmasia € veya b € |
olmasini gerektiriyorsa I ya asal ideal denir. R halkasinin tiim asal ideallerinin kiimesi

Spec(R) ile gosterilir.
Ornek 1.1.27
Ornek 1.1.10 da tanimlanan R; X R, X ++ X R,, halkasinin bir asal ideali P = P; X P, X
++ X By olsun. P # R oldugundan bir iy € {1,2,-:-,n} igin P;, # R,  dir. Simdi her i # i, i¢in
P, = R; oldugunu gésterelim. (oRl,---,1Ri0,0Rio+l,---,0Rn) (1R1,---,0Ri0,1Ri0+1,--.,1Rn) -
(0,0,---,0)0 e P olur. P asal oldugundan (0R1' ""1Ri0' ORi0+1' --~,0Rn) €EP ya da

(1R1,---,0Ri0,1Ri0+1,---,1Rn) € P dir. Fakat (oRl,---,1Ri0,oR ,oRn) ¢ P oldugundan

i0+1"”
(1R1, Oy LRy yqr 7 1Rn) € P olur. Dolayisiyla 1, € P; ve bdylece P; = R; bulunur.
x=(xlfo""lxn)fyz(yllyZ""'yn)ER1XR2X"'XRn iken Xy =
(xlixZJ“'lxn)(yllyZ""'yn) = (xlylleyZI""xnyn) EP ise x = (xlle'"'lxn) S veya
v =1Y2 ", ¥Yn) €EP olmalidir. Bu durumda x;y; € P; olmasi x; € P; veya y; € P;

olmasini gerektirir. O halde P;, R; nin asal idealidir.



Tanim 1.1.28

R bir halka ve M, R halkasinin kendinden farkli bir ideali olsun. R halkasinda M vyi
kapsayan R ve M den farkli hicbir ideal yoksa M ye maksimal ideal denir. R halkasinin

maksimal ideallerinin kiimesi Max(R) ile gosterilir.
Ornek 1.1.29

Z halkasinda 27 idealini ele alalim. Eger bu ideal maksimal degilse o zaman bir M*
ideali 2Z ¢ M* c Z olacak sekilde vardir. a € M* — 27 alalim. O halde k € Z olmak iizere
a = 2k — 1 formundadir. M* bir ideal ve 2k, 2k — 1 € M* oldugundan 2k — (2k — 1) € M*
olmalidir. Dolayisiyla 1 € M* olur ve bdylece M* = 7Z bulunur. Sonug¢ olarak 27Z, Z

halkasinin maksimal idealidir.
Onerme 1.1.30
Her maksimal ideal asal idealdir.
Ispat

M bir maksimal ideal olsun. xy € M ve x ¢ M kabul edelim. M maksimal oldugundan
Mc M+ Rx =R olur. O zaman 1 =m + rx olacak sekildle m € M ve r € R vardur.

Buradan y = my + rxy € M elde edilir. O halde M asal idealdir.
Bu 6nermenin tersi dogru degildir.
Ornek 1.1.31

(i) Z[x] halkasinda (x) = {a;x + ayx? + -+ a,x™ ay,a,, ", a, € Zven € N}
ideali i¢in f, g € Z[x] iken fg € (x) olsun. f & (x) ve g & (x) oldugunu kabul edelim. Bu
durumda f ve g elemanlart sifirdan farkl sabit terim igermelidir. f = ay + a;x + -+ + a,x"
ve g=by+bx+-+byx™ olsun. fg=(ag+ax+--+apx")(byg+bx+ -+
b,x™) = aghy + (a1by + aghy)x + -+ + a,b,x*™ & (x) olur. Bu ise bir celiskidir. O halde
(x) ideali asal idealdir.

Simdi (2,x) # R idealini alalim. Bu ideal (x) idealini kapsar. Sonug olarak (x) ideali
asaldir fakat maksimal degildir.

(if) Z halkasinda (0) ideali bir asal idealdir. Fakat (0) < 2Z oldugu i¢in maksimal
ideal degildir.

Onerme 1.1.32



R halkasinda her has ideali kapsayan bir maksimal ideal vardir.
ispat

R bir halka velI, R nin kendisinden farkli bir ideali olsun. Q ={J: S]] #
R olacak sekilde R nin ideali}. I € Q oldugundan Q # @ olur. (Q,<) sirali kiimesinin
herhangi bir tam sirali alt kiimesi olarak {/;} kiimesini alalim. U I; kiimesi R den farkli bir
idealdir. Gergekten 1 & I; ve 1 €U [; olur. Diger taraftan her a,b € U l; igina € I, ve b € I;
olacak sekilde Iy, I; € {I;} bulunabilir. {I;} tam sirali bir kiime oldugu i¢in I,, € I, veya I, <
I, olmalidir. Genelligi bozmadan I, € I, kabul edelim. O halde a,b € I}, ve a—b € I,
dolayistyla a — b € U I; elde edilir. Ayrica her a € UI; ve r € R i¢in a € I olacak sekilde
I € {I;} vardir ve ra € [ oldugundan, ra € U [; bulunur. Su halde U [; alinan tam sirali
kiimenin {ist siniridir. Zorn Lemmaya gore, () kiimesinin en az bir maksimal elemani1 vardir.
nin maksimal elemanlar1 R halkasinin maksimal idealleridir. O halde her I idealini kapsayan

bir maksimal ideal bulunur.
Tanim 1.1.33

R bir halka ve I, R nin ideali olsun. {r € R: 3n € N,r™ € [ } kiimesine I nin radikali

denir ve VT ile gosterilir.
Onerme 1.1.34

VI, R halkasinin bir idealidir.
Ispat

Her a € VI igin a™ € I olacak sekilde n € N vardir. I bir ideal oldugundan her r €
Ricin a™™ € olur. Bu durumda ra € VI bulunur. Diger taraftan a,b € VI olsun. Bu

durumda a™ € I,b™ €1 olacak sekilde m,n €N vardir. (a—b)™" €l oldugunu

gosterelim. (a — b))t = gMmin — (m + n) a™tm"1p + (m + n) am™tnT2p? — ... 4
1 2

(—D)™*"p™*™ olur. a™ € I,b™ € I oldugu igin yukaridaki toplamimn tiim terimleri I nn

eleman1 olarak bulunur. Bu durumda (a — b)™" € I ise (a — b) € VI elde edilir. Boylece

VI bir ideal olur. Ayni zamanda her a € I igin a® = a € I oldugundan I < /I bulunur.
y g

Tanim 1.1.35



R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. Her a € R i¢in a™ € I olmasi a € I olmasimni

gerektiriyorsa I ya yari asal ideal denir.
Ornek 1.1.36

A ={1,2,3} iken A kiimesinin kuvvet kiimesini P(A) =
{(Z),{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}} alalm. Bu kiime iizerinde asagidaki islemler

taniml1 olsun. Her x,y € P(A) igin;
x@y=xay=x-y)uy-x)
xXQy=xny

Bu durumda (R,®,®) birimli ve degismeli halka yapisi olusturur. Bu halkanin birim

elemani A ve sifir eleman1 @ dir.

Bu halkanin tiim ideallerini inceleyelim.

P({8}) = () = {9}

P((1) = (1) = {9, {1}

P({(2}) = ((2) = {9,{2}}

P({(3}) = ((3) = {9,{3}}

P({1,2) = ({(1,2) = {9, {1},{2},{1,2}}

P({1,3}) = ({1,3) = {9, {1},{3},{1,3}}

P({2,3) = ({2,3) = {0,{2},{3},{2,3}}

P({1,23}) = ({1,23}) = {9, {1}, {2}, {3}, (1,2}, {1,3},{2,3},{1,2.,3}}
olur.

R halkasindaki ideallerin asalligini inceleyelim:

({1}) idealini alalim. Idealin asal olmasi igin a,b € R iken a @ b € ({1}) olmas1 ya
a€({1}) vya da be ({1}) olmasm gerektirir. a & ({1}) ve b & ({1}) oldugunu
varsayalim. Bu durumda a = {2} ve b = {3} alabilirizz. a®@b=anb=0 € ({1})
oldugundan ({1}) asal ideal degildir.



({1,2}) idealini alalim. Yine a,b € Rikena ® b € ({1,2}) ve a,b & ({1,2}) olsun. Bu
durumda a, b € {{3},{1,3},{2,3},{1,2,3}} olur. O halde her a,b i¢in 3} Sanb=a®b
bulunur. Yani a, b € ({1,2}) iken ab & ({1,2}) bulunur. inceledigimiz ideal asaldur.

Inceledigimiz ideallerin yapilarina bakarak genellestirme yaparsak sonlu herhangi bir A
kiimesi tizerinde verilen iglemlerle tanimli halka yapisi igin x,y € A iken P(A — {x, y}) ideali
asal degildir. Cunki {x},{y} & P(A—{x,y}) fakat {x}n{y}=0€ P(A—{x,y}) olur.
Yani A kiimesinin birden fazla elemanindan farkini alarak olusturulan tiim kuvvet kiimeleri
icin kesisimleri bos olacak sekilde eleman bulunur. O halde R halkasinin asal ideallerinin

yapist P(A — {x}) seklindedir.

Ayrica P(A — {x}) yapisindaki idealler bu halkanin asal idealleri oldugundan ve bu

kiimeleri kapsayan R den baska kiime bulunmadigindan ayni zamanda maksimal ideallerdir.

I, R nin bir ideali olsun. VI = {r € R: 3n € N icin r™ € I} seklinde tanimlanmist1. Bu

durumda r™ €1l ise rNnrNn--Nnr=r¢€l bulunur. Yani vVI=1 olur. Boylelikle bu

halkadaki her ideal yar1 asal idealdir.

[dealler Yari asal idealler Asal idealler Maksimal idealler

P({9}) = (9)
P({1}) = ({1}
P({2}) = ({2}
P({3}) = ({3}
P({1,2}) = ({1,2})
P({1,3}) = ({1,3})
P({2,3}) = ({2,3})

P({2}) = ()

P{1}) = ({1}
P({2}) = ({2}
P({3) = ({3}

P({1,2}) = ({1,2}) P({1,2}) = ({1.2})
P({1,3}) = ({1,3}) P({1,3}) = ({13}
P({2,3) = ({2,3}) P({2,3}) = ({23}

P({1,2,3}) = ({1,2,3}) P({1,23}) = ({1.23})

Ornek 1.1.37

P({1,2}) = ({1,2})
P({1,3}) = ({1,3})
P({2,3) = ({2,3})

Z halkasinin, p # q asal sayilar olmak tizere pqZ = {x:x = pqk,k € Z} idealini

alalim. p, q € pqZ igin pq € pqZ bulunur. Bu durumda pqZ asal ideal degildir. \/pq = pqZ

oldugu i¢in pqZ yar asal idealdir.

Onerme 1.1.38
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VI, I y1 kapsayan en kiiciik yar1 asal idealdir.
ispat

VI nim I y1 kapsadigin1 Onerme 1.1.34 ten biliyoruz. Simdi v nin yar1 asal oldugunu
gosterelim. Bir n € N i¢in x™ € v/ alalim. Buradan (x™)™ = x™" € I olacak sekilde bir m €
N vardir. VI nin tammindan x € VT oldugu goriiliir. Bdylece VI yari asal idealdir. Simdi I y1
kapsayan bir P yari asal ideali alalim ve VI € P oldugunu gosterelim. y € /I alalim. Bir n €

N i¢in y™ € I € P dir. P yari asal ideal oldugundan y € P yani /I < P olur.
Onerme 1.1.39

Yari asal ideallerin kesigsimi yar1 asaldir.

Ispat

P ve Q, R halkasinin yar1 asal idealleri olsun. P N Q, R halkasiin idealidir. Gergekten
her x,y EPNQ ver €R i¢cin x,y € P ve x,y € Q dir. Buradan x —y € P, xr € P ve x —
y € Q, xr € Q bulunur. Boylece x —y € PNQ ve xr € PN Q olur. Sonug olarak P N Q
idealdir.

Simdi P N Q nun yar1 asal ideal oldugunu gosterelim. x € R ve n € N igin x™ € P N Q
alalim. O halde x™ € P ve x™ € Q olur. P ve Q yar1 asal idealler oldugundan x € P ve x € Q

bulunur. Sonug olarak x € P N Q olur. P N Q yar1 asal idealdir.
Tamm 1.1.40

R bir halka olsun. R halkasinin tiim maksimal ideallerinin kesisimine Jacobson radikali

denir ve Jac(R) ile gosterilir.
Ornek 1.1.41

Ormek 1.1.36 da tanimladigimiz halka iizerinde tiim maksimal ideallerin P(4 — {x})

formunda oldugunu gostermistik. Simdi bu halkanin Jacobson Radikaline bakalim.
P({1,2) n P({1,3}) n P({2,3}) = {@} = (@) olur yani genel olarak,
€12, ,nigin J(R) = Ny,ea P(A—x;) = {@} bulunur.
Tanim 1.1.42

Q) R bir halka olsun. Sifir idealinin radikaline, yani 0 = {a € R: a™ = 0}

kiimesine nil radikal denir.
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(i)  Bir halkanmn nil radikali sifira esitse, yani VO = 0 ise, bu halkaya indirgenmis

halka denir.
Ornek 1.1.43

(i) Her tamlik bolgesi indirgenmis halkadir.

(if) [0,1] kapali araligr tizerinde tanimli, reel degerli tim siirekli fonksiyonlarin
kiimesi C[0,1] i g6z oniinde bulunduralim. f € V0 alalim. O zaman bir m € N igin f™ = 0
olur. Buradan her x € [0,1] i¢in (f(x))™ = 0 dir. Reel sayilar cisminde nilpotent eleman
sadece 0 oldugundan f(x) = 0 bulunur. O halde f = 0 olur. Béylece €[0,1] indirgenmis
halkadir.

0 0<x<: —2x+1 ;0<x<-:
Diger taraftan, f(x) = 1 Z ve g(x) = 1 2
2x—1 ;E<XS1 ;E<XS1

fonksiyonlar1 [0,1] araliginda siireklidir ve sifirdan farkli fonksiyonlardir, buna karsin fg =

bulunur. Yani halka tamlik bolgesi degildir.

Ornek 1.1.44

Ornek 1.1.36 da tiim ideallerin yari asal ideal oldugunu gostermistik. O halde VO = 0 =
{0} bulunur. Dolayisiyla A = {1,2,3} olmak tizere (P(A), A,N) halkasi indirgenmis halkadir.

1.2. Boliim Halkasi ve Kesir Halkasi

Tanim 1.2.1

R; ve R, iki halka olsun. f: R; = R, tamiml1 bir fonksiyon olsun.
(i) f(lRl) = 1,

(i) Hera,b € R, icin f(a + b) = f(a) + f(b)
(i)  Hera, b € R, icin f(ab) = f(a)f(b)

Sartlarin1 saglayan f fonksiyonuna halka homomorfizmasi denir. f Orten bir

fonksiyonsa buna epimorfizma denir.

Tanim 1.2.2
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f: Ry = R, bir halka homomorfizmasi olsun. f_l(ORz) = {a ER;:f(a) = ORz} olarak

tanimlanan kiimeye f homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir, Cekf notasyonu ile gosterilir.
Onerme 1.2.3

R; ve R, iki halka ve f:R; = R, olsun. f in birebir olmasi igin gerek ve yeter kosul
Cekf = 0 olmasidir.

Ispat

f birebir olsun. Cekf # Og, oldugunu varsayalim. O halde bir Og, # x icin x € Cekf
olur. Buradan f(x) = Og, = f(Og,) olur ve f birebir olmaz. O halde Cekf = O, dir.

Tersine Cekf = Og, olsun. f in birebir oldugunu gosterelim. f(a) = f(b) olmak {izere
a,b € Ry alalm. Buradan f(a —b) = f(a) — f(b) = Og, olur. Yani a — b € Cekf = Og,
bulunur. Boylece a — b = Og, dir yani f birebirdir.

Ornek 1.2.4

Ornek 1.1.22 de tamimlanan halka yapisini géz Oniine alalm. R; X R, = R halkasi

tizerinde her a = (a4, a,),b = (b1, b;) € R igin,
fiR—>Ry, f(a) = f((al, az)) = a, seklinde tanimlanan fonksiyonu inceleyelim.
fla+b) =f((ay + by, a, + b)) = a, + by = f(a) + f(b)
f(ab) = f((a1b1,az2b,) = a1by = f(a)f (b)
saglanir. O halde f bir halka homomorfizmasidir.
Bu halkanin ¢ekirdegine bakalim:

Cekf =f"1(0)={a€R:f(a) =0} =0X%xR, olur. Cekf # (0,0) oldugu icin bu

homomorfizma birebir degildir.
Tanim 1.2.5
Tek maksimal ideali olan halkaya yerel halka (quasi-local ring) denir.

Ornek 1.2.6
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(i) p bir asal say1 olmak lizere Zg) = {% EQ:(mn)=1vept n} halkasini

goz ontine alahm. Z,y nin idealleri bir k € N i¢in p"Z(p) seklindedir. Béylece Z, tek
maksimali pZ,y olan yerel halkadir.

(ii) F bir cisim olmak tizere F [[x]] kuvvet serisi halkasinin idealleri
F[[x]] 2 xF[[x]] 2 x*F[[x]] 2 -- 2 x"F[[x]] 2 -

bigimindedir. Boylece F[[x]] tek maksimali (x) ideali olan bir yerel halkadur.

Tamm 1.2.7

I, R halkasimin bir ideali olsun.
Her a,b € R i¢in,
a=b(modl) a—-be€l
denklik bagmtisiyla olusan R /I boliim grubunun {izerinde birinci iglem olarak
(a+D+B+D) =(a+b)+1,
ikinci islem olarak
(a+DMb+1)=ab+1

tanimlanan halkaya boliim halkas1 denir.

Ornek 1.2.8

Z[x] halkasinda (x) ideali i¢in, Z[x]/(x) boliim halkasini inceleyelim. Her a € Z[x]
icin @ = a; + ax + azx? + -+ a,x™ ! olsun. Burada x,x2,---,x""! € (x) oldugundan

a = a, (mod I) olur. Boylece Z[x]/(x) = Z bulunur.
Tamm 1.2.9

I, R halkasinin bir ideali olsun. R halkasinin elemanlarin1 w(a) = a + I islemiyle R/I

halkasina resmeden homomorfizmaya dogal homomorfizma denir.
Tamm 1.2.10

R bir halka ve S, R nin ¢arpimsal kapal1 alt kiimesi olsun. R X S kiimesinde ~ bagintisi;
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(a,s)~(a',s") @ birue Sicinu(as' —a's) =0 seklinde tamimlansin. ~ bir denklik

bagintisidir. Gergekten
(a,s) € R xS i¢in (a,s)~(a,s) = u(as —as) = u0 = 0,

(a,s),(b,t) ERXS icin (a,s)~(b,t) © u(at — bs) =0 = u(bs — at) &
(b,t)~(a,s),

(a,s),(b,t),(c,r) €R X S i¢in (a,s)~(b,t) ve (b,t)~(c,r) ise u;(at —bs) =0 ve
u, (br — ct) = 0 olacak sekilde uy,u, € S vardir. uyu,r(at — bs) = 0 ve uyu,s(br — ct) =

0 esitliklerini taraf tarafa toplarsak u,u,t(ar — cs) = 0 bulunur. O halde (a, s)~(c,r) olur.

(a,s) € R X S kiimesinin bu denklik bagintisina gore belirttigi denklik sinifina kesir

denir ve % ile gosterilir. Tiim kesirler kiimesi SR ile gosterilir.

Tamm 1.2.11

R bir halka ve S, R halkasinin ¢arpimsal kapali alt kiimesi olsun. SR kiimesi iizerinde

her %,% € S7IR icin

a c ad+cb
©:; 0, ="
®:%® 2 = % ikili islemleri tanimlanirsa (S™R,D,&) yapisi bir halka belirtir. Bu

halkaya R nin S ye gore yerellestirmesi denir.
Ornek 1.2.12

Rasyonel sayilar kiimesinin tamimindan, Q = (Z — {0})"'Z oldugu igin Q rasyonel

sayilar kiimesi, Z tam sayilar kiimesinin Z — {0} a gore yerellestirmesidir.
Ornek 1.2.13

R bir halka ve S, R halkasinin ¢arpimsal kapali alt kiimesi olsun.

S*={a €R: %,S ~1R halkasinin birimsel elemani} seklinde tammlanan kiimeyi ele alalim.
a,b € S* iken % ve ? birimsel ise %? = % birimseldir. Dolayisiyla ab € S* olur. Boylece S*
carpimsal kapali kiimedir.

xy € §* igin % = f% € S™1R birimseldir. Bu ise f ve % in birimsel olmasini gerektirir.

Boylece x,y € S* olur yani S* doymus ¢arpimsal kiimedir.
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Simdi S = S* oldugunu gosterelim. Bunu gostermek icin S € T doymus alt kiimesi

icin S* € T oldugunu gostermeliyiz. x € S$* alalim. O halde % birimseldir yani %% = 1 olacak
sekilde %E S™IR vardir. Buradan bir u € S i¢in us = uxa € S €T bulunur. T doymus

oldugundan x(ua) € T olmasi x € T olmasini gerektirir. Bdylece S = S* dir.
Onerme 1.2.14

Q) R bir halka olsun, P nin R halkasinin asal ideali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
R / P halkasinin tamlik bolgesi olmasidir.

(i) R bir halka olsun, M nin R halkasinin maksimal ideali olmasi igin gerek ve yeter
kosul R / M halkasiin cisim olmasidir.

(iii) R bir sonlu halka ise R halkasinin tiim asal idealleri maksimal idealdir.
Ispat

Q) P nin asal ideal oldugunu kabul edelim. x € R olmak iizere, x + P € R / P bir
sifir bolen ise (x + P)(y + P) = Og,p olacak sekilde bir P#y+P €R /P vardir ve
(x+P)(y + P) = xy + P = Og/p Olur yani xy € P dir. Kabiiliimiizden y & P ve x € P elde

edilir. Boylece x + P nin sifirm bir sinifi ve R / P nin bir tamlik bolgesi oldugu goriiliir.

Tersine R / P bir tamlik bolgesi ve x,y € R ve xy € P olsun. Og,p = xy + P = (x +
P)(y + P) oldugundan x + P = P veya y + P = P olur yani x € P veya y € P elde edilir.

Boylece P asal idealdir.

(i) M nin bir maksimal ideal oldugunu kabul edelim. x € R — M olmak lizere M
maksimal ideal oldugundan (M, x) = R dir ve 1, = m + rx olacak sekilde birm € M ve r €

R vardir. O halde (r + M)(x + M) = rx + M = 13 + M = 1y elde edilir. Boylece halkada

her elemanin tersi vardir ve halka bir cisim yapisi olusturur.

Tersine R /M bir cisim olsun. x ¢ M ise x+ M € R /M simfi birimseldir yani
(x+M)(y + M) = xy + M = 1z olacak sekilde y € R vardir. O halde xy — 1z € M ve

(x) + M = R olur. Boylece M maksimal ideal olur.

(iii) R sonlu bir halka ve P, bu halkanin asal ideali olsun. R sonlu halka oldugu igin
R / P sonlu halkadir. Ayn1 zamanda P asal ideal oldugu i¢in R / P tamlik bolgesidir. Sonlu
bir tamlik bolgesi ise bir cisimdir. Dolayisiyla R / P cisim iken P nin maksimal olmasi

gerekir. Boylece sonlu halkada alinan her asal ideal maksimal ideal olmaktadir.
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1.3. Modiiller Hakkinda Genel Bilgiler

Tanim 1.3.1
(M, +) bir degismeli grup ve R bir halka olsun. R X M — M skaler ¢arpim fonksiyonu

Q) Her r € R ve her my,m, € M iginr(m; + m,) = rm,; +rm,
(i) Herr, 7, € Rveherm € M igin (r; + ph)ym =rym +r,m
(iii) Her r;, 7, € Rve herm € M igin (ryr,)m = ry(r,m)

(iv) Herm € M igin 1;m =m

ozelliklerini sagliyorsa M ye R-modiil denir. M nin yukaridaki 6zellikleri saglayan

bostan farkli her alt kiimesine alt modil denir.
Ornek 1.3.2
Her R halkas1 R-modiil olarak diisiiniilebilir.
Tanim 1.3.3
R bir halka ve M bir R-modiil ve @ # N € M bir alt kiime olsun.
(0:N) = {r € R:vN = 0} kiimesine N nin sifirlayicisi denir ve Ann(N) ile gosterilir.
Ornek 1.3.4

R bir halka ve I, R nin ideali olsun. Bu durumda R/I boliim halkas1 degismeli grup
olarak alinirsa R/I, R halkasi tizerinde modiil olur. Ann(R/I) ={r e R:ir(R/I) =0} =1

oldugunu gosterelim.

r € Ann(R/I) alalim. Boylece her m € R i¢in r(m + I) = O, gerceklenir yani rm €

I elde edilir. Ozel olarak m = 1 igin rm = r € I olur. Béylece Ann(R/I) < I olur.

Tersine x € I alalm. x(m+1) =xm +1 =1=0g/,; olur. O halde I = Ann(R/I)

bulunur.
Tamm 1.3.5
R bir halka, M ve N iki R-modiil olsun. f: M — N fonksiyonu her m;,m, € M igin
f(my +my) = f(my) + f(my),

ve her r € R, herm € M igin
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frm) =rf(m)
ozelliklerini saglhiyorsa f fonksiyonuna R-modiil homomorfizmasi denir.
Ornek 1.3.6

R bir halka ve I, R nin ideali olsun. Bu durumda R ve R/I, R halkasi {izerinde iki modiil

olur. f: R = R/I fonksiyonu f(a) = a + I olarak tanimlansin. Bu durumda,
fa+b)=a+b+I=a+I1+b+1=f(a)+ f(b)ve
f(ab) =rb+1=r(b+1) =rf(b)olur, bdylece f bir modiil homomorfizmasidir.
Tamm 1.3.7
R bir tamlik bolgesi ve M bir R-modiil olsun.

T(M) ={m € M:30 #r € Rigin,rm = 0} seklinde tanimlanan kiimeye M nin
burulmali alt modiilii denir. Ozel olarak T(M) = M ise M ye burulmali modiil, T(M) = 0 ise

M ye serbest burulmali modiil denir.
Ornek 1.3.8

(i) Z tam sayilar kiimesi i¢in n € Z alalim. Z-modiil Z,, ler burulmali modiildiir.
Gergekten Z,, in her elemani n ile ¢arpilirsa sifira esit olur. Boylece T(Z,) = Z,, bulunur.

(ii) Z-modil Q@ serbest burulmali modiildir. Gergekten T(Q) =0 oldugu
kolaylikla gortliir.

Tamm 1.3.9 (Huckaba, 1988)

M bir R-modiil ise R < M kiimesi asagdaki islemlerle birlikte birimli ve degismeli bir
halkadir. Her x,y € R ve a,b € M igin,
(x,a) + (y,b) = (x +y,a+b)
(x,a)(y, b) = (xy,xb + ay)

dir. R « M halkasima R-modiil M nin trivial genislemesi denir.
Teorem 1.3.10 (Anderson ve Winders, 2009)

M bir R-modiil olsun.

(i) R o< M nin asal idealleri P, R nin asal ideali olmak {izere P o« M seklindedir.
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(i) I S R bir ideal ve N € M bir alt modiil ise I « N € R « M bir idealdir & IM <
N dir.
(iii) S, R nin bir ¢arpimsal kapali alt kiimesi ve N, M nin bir alt modiilii ise S < N

de R « M nin bir ¢arpimsal kapal1 alt kiimesidir.

1.4. Baz Cebirsel Yapilarin S-Versiyonu

Tanmm 1.4.1 (Sevim ve ark., 2019)

R bir halka olmak iizere; I, R halkasinin bir ideali ve S, S NI = @ olacak sekilde R nin
carpimsal kapali bir alt kiimesi olsun. a,b € R i¢in ab € I iken sa € I veya sb € I olacak

sekilde sabit bir s € S varsa I idealine S-asal ideal denir.
Ornek 1.4.2

(i) Pasalidealve PNS = @ ise P, S-asaldir.

(ii) R = Zg X Z halkasmi ve bu halkanin I = {0} X 47 idealini alalm. S = {1,3} X
Z, R halkasmin ¢arpimsal kapali bir alt kiimesidir ve SNI =@ dir. a = (a,,a,),b =
(b1,b;) € R iken ab €1 olsun. O halde k € Z olmak {izere ab = (a,by,a,b,) = (0,4k)
bi¢cimindedir. Simdi s = (3,4) alalim.

a1b1 =0 ve a, = 0 ISE sa = (3,4‘)(0, az) = (0,4‘0,2) el

a;b; = 0ve b; =0ise sb = (3,4)(0,b,) = (0,4b,) €I olur. Simdi a;b; =0vea,; #
0 ve b; # 0 olsun. O halde a;, ya da b, elemanlarinin herhangi birinin 2 yi ¢arpan olarak
icermesi gerekir. Genelligi bozmadan n € Z i¢in a; = 2n olsun. Bu durumda as =
(aq,a5)(3,4) = (2n,a,)(3,4) = (6n,4a,) € I olur. Sonug olarak segilebilecek her a,b € R

i¢in tanimin gerektirdigi sekilde sabit bir s € S vardir. Dolayisiyla I, S-asal ideal olur.

Diger taraftan, a = (2,2),b = (3,2) € I dir fakat ab = (0,4) € I oldugundan I asal
ideal degildir.

Tanim 1.4.3 (Sevim ve ark., 2019)

R bir halka olsun ve S, 0 € S olacak sekilde R nin ¢arpimsal kapali alt kiimesi olsun.
71,72 € R icin 1, = 0 olmasi ;s = 0 veya r,s = 0 olmasini1 gerektiriyorsa R ye S-tamlik

bolgesi denir.
Ornek 1.4.4
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p bir asal say1 olmak lizere R = Z X Z,, halkasin ele alalim. R bir tamlik bdlgesi
degildir. Gergekten, (1,0)(0,1) = (0,0) olur. §Simdi S =Z X (Z, — {0}) ve s = (0,1) € S
alalim. (a,b)(m,n) = (0,0) olacak sekilde a,m € Z ve b,n € Z, var olsun. Buradan
am = 0 ve bn = 0 dir. Béylece b = 0 veya n = 0 olur. Bu durumda s(a, b) = (0,0) veya

s(m,n) = (0,0) dir. Yani R, S-tamlik bolgesidir.
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2. S-YARI ASAL IDEALLER VE S-INDIRGENMIS

HALKALAR

2.1. S-Yari Asal ideallerin Karakterizasyonu
Tamm 2.1.1

S, R halkasinin ¢arpimsal kapali bir alt kiimesi ve P, R halkasinin P NS = @ sartini
saglayan bir ideali olsun. a € R ve n € N iken a™ € P i¢in sa € P olacak sekilde sabit bir s €

S varsa P ye R nin bir S-yar1 asal ideali denir.
Teorem 2.1.2
R bir halka ve S, R nin ¢arpimsal kapal1 bir alt kiimesi olsun.

Q) P NS =@ ve P, R nin bir yar asal ideali ise bu durumda P, R nin S-yar1 asal
idealidir. Tersine P, R nin bir S-yar1 asal ideali ve S € U(R) ise P, R nin yar1 asal idealidir.

(i) Her S-asal ideal S-yar1 asal idealdir.

(iii) Si1ve S,, §; €©S,, olacak sekilde R halkasinin ¢arpimsal kapali iki alt kiimesi
olsun. P bir S;-yar1 asal ideal ve P N S, = @ ise P, S,-yar1 asal idealdir.

(iv) P, S-yari asal idealdir & P, S*-yar1 asal idealdir.

(V) P, R halkasinin S-yar asal ideali ise S~ P, S™1R halkasmin yar1 asal idealidir.
Ispat

Q) S, R nin ¢arpimsal kapali bir alt kiimesi ve P, R nin P N S = @ sartin1 saglayan
bir yar1 asal ideali olsun. Yar1 asal idealin tanimimndan x € R ve n € N iken x™ € P ise x € P
olmalidir. Bu durumda her s € S € R igin x € P ise sx € P olur. Sonug olarak x € R ven €

N iken x™ € P ise sx € P bulunur. Boylece P, R nin bir S-yari asal idealidir.

Tersine P, R nin bir S-yar1 asal ideali olsun. Bu durumda x € R ve n € N i¢in x™ € P
oldugunda sx € P olacak sekilde sabit bir s € S vardir. § € U(R) oldugu g6z Oniine
alindiginda her s € S i¢in us = 1 olacak sekilde u € R vardir. Boylece x = usx € P olur.
Sonug olarak x € R ve n € N i¢in x™ € P oldugunda x € P bulunur. Béylece P, R nin bir yar1

asal idealidir.

(i) P, R nin bir S-asal ideali olsun. Buna goére tanimdan P NS = @ ve ab € P ise

sabit bir s € S igin sa € P veya sb € P olur.
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x € VP secelim. Bu durumda bir n € N i¢in x™ € P olur. P bir S-asal ideal oldugundan
x™ = x""1x € P iken sabit bir s € S i¢in sx € P veya sx""! € P bulunur. Eger sx € P ise
ispat tamamlanmis olur. Aksi halde sx™~! € P elde ederiz. x(sx™ ) € P ve P, S-asal ideal
oldugundan ayn1 s € S icin ya sx € P ya da s2x™ 2 € P bulunur. Yine sx € P ise P, R nin S-
yar1 asal ideali olur. Aksi halde s?2x™ 2 € P elde ederiz. Isleme ayn1 sekilde devam edersek
s"1x € P elde ederiz. Bu durumda x(s™ ') € P icin sx € P veya s™ € P bulunur. S
carpimsal kapali bir kiime oldugundan s € S olmasi s™ € S olmasi gerektirir. O halde s™ €
P ise s™ € P n S olur ve bu bir geliskidir. Boylece P, S-yar1 asal idealdir.

(iii) Iddia agiktir.

(iv) P nin R de bir S-yar1 asal ideal oldugunu varsayalm. Ilk olarak S € S*
oldugunu hatirlatalim. Simdi P N S* = @ oldugunu gosterecegiz. Tersini kabul edelim. O
halde bir a € P N S* vardir. Bu ise bir %E S7IR igin %g =1 olmasin1 gerektirir. Kesir

halkasinin tanimindan %% = % = 1 i¢in uab = ut olacak sekilde bir u € S vardir. Boylece

uab € P ve ut € S olur. Buradan uab = ut € P NS bulunur ki bu bir ¢eliskidir. O halde
kabuliimiiz yanhistir. P N $* = @ dir. S € S* ve P, S-yar1 asal ideal oldugundan Teorem 2.1.2
(iii) den P, S*-yar1 asal ideal bulunur.

Tersine P nin S*-yar1 asal ideal oldugunu kabul edelim. PNS* =@ ve SCS*

oldugundan agikca P NS = @ bulunur. Bira € R ven € N i¢in a™ € P alalim. Bu durumda
sabit bir s" € S* i¢in s'a € P dir. Boylece %’g = 1 olacak sekilde bir %E S™IR vardir. O
halde bir u € S i¢in us'b = ut diyebiliriz. Sabit bir s € S i¢in 6zel olarak s = ut alalim.

s'a € P oldugundan sa = aut = s'aub € P bulunur. P, S-yar asal idealdir.

V) P bir S-yar1 asal ideal olsun. O zaman sabit bir s € S i¢in a™ € P iken sa € P dir. be
y t

VS~1P alalim. O halde (?)” € S~1 olur. Buradan lt’—: € S™1P dir yani ub™ € P olacak sekile
bir u € § vardir. Dolayisiyla (ub)™ € P dir ve P, S-yari asal ideal oldugundan sub € P
bulunur. Boylece % = % € S~1P elde edilir. Sonug olarak VS—1P = S~1P dir yani S™1P yan

asal idealdir.
Teorem 2.1.2 (i) ve (ii) 6nciillerinin tersi dogru degildir. Verilen 6rnekleri inceleyelim.

Ornek 2.1.3
R = 7Z X Z,, halkasmi ve bu halkada P = Z X (0) idealini g6z oniine alalim. §; = Z —
{0} ve S, = {1,2,4,8} iken R nin bir ¢arpimsal alt kiimesi olarak S = §; X S, alahm. Burada
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PNnS=(Zx(0)N (S xS)=(ZNS) X ((0)NS,)=0 oldugu kolayca goriiliir. Bir
idealin yar1 asal ideal olmasi igin radikalinin kendisine esit olmasi gerekir. Bu bilgi
kullanilarak VP = Z x (6) # P bulunur yani P yar1 asal ideal degildir.

Simdi, m,n € Z ve k € N i¢in (m,n)* € P alahm. O halde (m,n)* = (mk,n*) e P
yani m* € Z ve n* € (0) bulunur. Bu ise 12|n* olmasini yani 6|n olmasm gerektirir. O
halde ya n = 0 ya da n = 6 bulunur. s = (1,2) € S alalim. Boylece s(m,n) = (sm,sn) =
(sm,0) € P elde edilir. Sonug olarak P bir S-yar1 asal idealdir.

Ornek 2.1.4

R ve R’ iki degismeli halka ve P, P’ sirasiyla bu halkalarin asal idealleri olsun. H = R X
R’ halkasin1 ve bu halkanin [ = P X P’ idealini alalim. H halkasinin S ¢arpimsal kapali alt
kiimesi olarak S = (R —P) x (R’ — P") alalm. Ag¢tkca SNnI=((R—P)x (R'—P))n
(PxP)Y=((R—-P)NnP)x(R'—P)nP") =0@olur. Budurumda a = (a,,a,) E Hven €
Ni¢in a™ = (aq,a,)" = (a;™,a,™) € I ise a;™ € P ve a,™ € P’ bulunur. P ve P’ asal idealler
oldugundan ayn1 zamanda yar1 asal ideallerdir. O halde a;™ € P i¢in sabit bir s; € S, s,a, €
P olacak sekilde; a,™ € P igin sabit bir s, € S, s,a, € P olacak sekilde vardir. Bu durumda
s = (s4,5,) € S alirsak, a™ € I i¢in sa = (s;a4,S,a,) € I olur. Béylece I, H nin bir S-yari
asal idealidir.

Simdi, I nin S-asal ideal olmadigin1 gosterecegiz. a = (0,1),b = (1,0) € H i¢in ab =
(0,0) €I dir. Simdi, (s1,52) € S alalim. (0,1)(s1,5,) € I ve (1,0)(s4,S,) € I oldugundan I,
R nin S-asal ideali degildir.

Ornegin; D bir tamlik bolgesi ve D* = D — {0} olsun. O halde D X D halkasinda 0
ideali D* X D*-yar1 asal idealdir fakat D* X D*-asal ideal degildir.

Asagida asal, maksimal, yar1 asal, S-asal, S-yar1 asal idealler arasindaki iliskiyi gosteren

sema verilmistir.
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YARI ASAL

MAKSIMAL ASAL IDEAL S-YARI ASAL

IDEAL IDEAL

IDEAL
S-ASAL

iDEAL

*diyagramda her hiicredeki ifade kendinden dnceki hiicrede bulunan
ifadenin genellestirmesidir.

Sekil 1.1 Bazi ideal yapilar arasindaki iligkiler

Lemma2.1.5

R bir halka olmak tizere S, R nin ¢arpimsal kapali alt kiimesi ve P, P NS = @ olacak
sekilde R nin bir ideali olsun. Asagidakiler denktir.

Q) P bir S-yar1 asal idealdir.

(i) R nin ] € VP sartim saglayan her J ideali igin s € S, s] € P olacak sekilde

sabit bir s € S vardir.
Ispat

()=(ii): P bir S-yar1 asal ideal olsun ve J, R halkasinin | € +/P sartii saglayan bir
ideali olsun. Simdi sabit bir s € S i¢in s/ S P oldugunu gosterecegiz. Bunu gostermek icin
x € J alalim. O halde bir n € N i¢in x™ € P olur. P bir S-yar1 asal ideal oldugundan sabit bir

s € Si¢in sx € P olur. O halde sj < P bulunur.

(i)=(i): Herhangi bir a € R ve n € N i¢in a™ € P olsun. Ra =] alalim. Boylece

Ra = J € +/P olur. Kabuliimiizden bir s € S i¢in sa € s] = sRa S P bulunur. Boylece P, R

nin bir S-yari asal idealidir.
Onerme 2.1.6

R ve R’ birer halka iken f:R — R’ bir halka homomorfizmasi olsun. S kiimesi de R

halkasinin 0 € f(S) olacak bicimde bir ¢arpimsal kapali alt kiimesi olsun.
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Q) P’, R’ halkasinin bir f(S)-yar1 asal ideali ise f~1(P"), R halkasinin bir S-yari
asal idealidir.

(i) f bir epimorfizma, S R nin bir ¢arpimsal kapali alt kiimesi olsun ve P de R
halkasinin Cek(f) yi igeren bir S-yar1 asal ideali olsun. Bu durumda f(P), R’ halkasinin
f(S)-yar1 asal idealidir.

Ispat

Oncelikle £(S) nin R’ halkasmin ¢arprmsal kapali alt kiimesi oldugunu géstermeliyiz.
Bunu gostermek i¢in a, b € S olmak tizere f(a), f(b) € f(S) alalim. S ¢arpimsal kapali bir
alt kiime oldugundan ab € S ve boylece f(a)f(b) = f(ab) € f(S) bulunur. Yani f(S), R

halkasinin ¢arpimsal kapal1 bir alt kiimesidir.

(i) SNf7Y(P") = @ oldugunu varsayalim. O halde bir a € f~1(P') NS vardur.
a € f~1(P") ise f(a) € P’ bulunur. Yani f(a) € P' n f(S) olur ki bu bir geliskidir. Sonug
olarak kabuliimiiz yanhistir ve f~1(P')NS =@ olur. Simdi a € R ve n €N icin a" €
f~Y(P") olsun. O halde f(a™) = f(a)™ € P’ bulunur. P’ bir f(S)-yar1 asal ideal oldugundan
s € S olmak iizere f(s)f(a) = f(sa) € P’ elde edilir. O halde f(sa) € P’ ise sa € f~1(P")
olur. Sonug olarak f~1(P"), S-yar1 asal idealdir.

(i) f(P) N f(S) # O oldugunu varsayalim. Kabuliimiize gore bir y € f(P) N f(S)
vardir. O halde bir s € S i¢in y = f(s) € f(P) bulunur. P, Cek(f) yi igerdiginden ve f(s) €
f(P) oldugundan s € P olur. Bu ise P NS = @ olmasi ile gelisir. Varsayimimiz yanlistir ve
f(P)nf(S) =0 olmaldir. Simdi, bir b € R" ven € N i¢in b™ € f(P) alahm. f bir
epimorfizma oldugundan b = f(x) olacak sekilde x € R vardir. O halde b"™ = f(x)" =
f(x™) € f(P) ve boylece x™ € P bulunur. P bir S-yari asal ideal oldugundan, sx € P olacak
sekilde sabit bir s € S bulunur. Bu ise f(sx) = f(x)f(s) € f(P) olmasim gerektirir.
Boylece, f(P) bir f(S)-yar1 asal idealdir.

Sonug¢ 2.1.7

Q) R bir halka; I, R halkasinin ideali ve S, I NS = @ olacak sekilde, R halkasinin
carpimsal kapali alt kiimesi olsun. P nin, R nin bir S-yar1 asal ideali olabilmesi i¢in gerek ve
yeter kosul m: R - R/I dogal epimorfizma olmak tizere P/I nin R/I halkasinda m(S)-yar1
asal ideali olmasidir.

(i) R’, R halkasinin bir alt halkasi; S, R’ halkasinin ¢arpimsal kapali alt kiimesi ve
P de R halkasinda S-yar1 asal ideal olsun. O halde P n R’ ideali R’ halkasinin S-yar1 asal

idealidir.
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Ispat

(i) P nin R de bir S-yar1 asal ideal oldugunu varsayalim. Her x € R i¢in m(x) = x + [
olarak tanimlanmig dogal epimorfizmay1 goz Oniine alalim. O halde Cek(f) =1 < P dir.
Onerme 2.1.6 (ii) den P/I, R/I halkasinin m(S)-yar1 asal idealidir. Tersine P/I nin R/I
halkasinda m(S)-yar1 asal ideal oldugunu varsayalim. Bir n € N i¢in a™ € P olacak sekilde
a € R secelim. O halde (a+ )" =a™ +1 € P/I elde ederiz. P/I bir n(S)-yar1 asal ideal
oldugundan (s + I)(a + 1) = sa + I € P/I olacak sekilde sabit bir s € S vardir. Bu ise sa €

P olmasini gerektirir. Bundan dolay1 P, R halkasinin S-yar asal idealidir.

(ii) P nin R halkasinda bir S-yar1 asal ideal oldugunu varsayalim. Her x € R' i¢in
i(x) = x olarak tanimlanan icerme fonksiyonunu géz oniine alalim. O zaman Onerme 2.1.6

(i) den i~1(P) = P n R’, R’ niin bir S-yan asal idealidir.
Onerme 2.1.8

Q) Iki S-yar1 asal idealin kesisimi S-yar1 asal idealdir.

(i) P, R halkasinin bir S-yar1 asal ideali ise VP, R halkasinin S-yari asal idealidir.
Ispat

(i) P, ve P,, R halkasinin S-yar1 asal idealleri olsun. ,NS=0 ve P,NS =0
olduguna gore (P; N P,) NS = @ bulunur. Bir a € R ve n € N igin a™ € P, N P, alalim. O
halde a™ € P, ve a™ € P, olur. a™ € P, ve P, bir S-yar asal ideal oldugundan sabit bir s; €
S, sya € P; olacak sekilde vardir. Benzer sekilde a™ € P, ve P, bir S-yar1 asal ideal
oldugundan sabit bir s, € S, s,a € P, olacak sekilde vardir. Simdi s" = s;5, € S diyelim. Bu
durumda s'a = s,(s,a) € P, ve s'a =s,(s,a) € P, elde ederiz. Boylece s'‘a € P, NP,

bulunur. Sonug olarak P; N P,, R nin bir S-yar1 asal ideali olur.

(i) SN+P # @ oldugunu varsayalim. O halde a € SN+/P olacak sekilde bir a

eleman1 vardir. a € VP ise bir n € N icin a™ € P bulunur ve S carpimsal kapali bir kiime

oldugundan a € S iken a™ € S bulunur. Boylece a™ € P N S elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir.

O halde varsayimimiz yanhstir. S N VP = @ bulunur. Simdi, x € R ve m € N i¢in x™ € VP

alalim. O halde bir t € N i¢in (x™)¢ = x™ € P bulunur. P bir S-yar1 asal ideal oldugundan

sabit bir s € S i¢in sx € P € +/P vardir. Bundan dolay1 VP, R nin bir S-yari asal idealidir.
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Onerme 2.1.9

Her i = 1,2 i¢in S;, R; nin ¢arpimsal kapali alt kiimesi, P; de R; nin ideali olsun. R =
R; X R, ve S=S5; XS, oldugunu varsayalim. P = P; X P, de R nin bir ideali olsun.
Asagidakiler denktir.

Q) P, R nin bir S-yar1 asal idealidir.
(i) P; bir S;-yar1 asal ideal ve P, N S, # @ veya P, bir S,-yar1 asal ideal ve P; N
S; # @ veya her i = 1,2 i¢in P; bir S;-yar1 asal idealdir.

Ispat

()=(ii): P nin R de bir S-yar1 asal ideal oldugunu varsayalim. O halde (P; X P,) N
(5;x8,)=/P, nS)x(P,NS,) =@ dir. Bu durumda ya , NS; =@ veya P,NS, =@
bulunur. Genelligi bozmadan (P; N S;) # @ kabul edebiliriz. O halde P, NS, = @ olmak
durumundadir. Simdi P, nin bir S,-yar1 asal ideal oldugunu gosterelim. Bunun igin x, € R,
ve n € N olmak tizere x,"™ € P, olsun. Boylece (0,x,)" = (0,x,") € P elde edilir. Bu
durumda sabit bir s = (s4,s,) € S = (5; X S,), s(0,x,) = (0,s,x,) € P = (P; X P,) olacak
sekilde vardir. Bu ise s,x, € P, olmasim geektirir. Béylece P,, R, nin bir S,-yar1 asal

idealidir. Diger durumlarda da istenen benzer sekilde elde edilir.

(i)=(i): Py, Ry de bir S;-yar1 asal ideal ve P, NS, # @ olsun. O zaman, P, NS; =@
oldugu igin, (PyXP)N(S§;xXS,) =P, NnS)XP,NS,)=0x(P,NS,) =@ bulunur.
a = (a;,a;) €ER ve n €N igin a™ € P olsun. O halde a" = (a;,a,)" = (a;,™",a,™") EP =
P; X P, olur. Yani a;™ € P, ve a,™ € P, elde edilir. Kabuliimiize goére P; bir S;-yar1 asal
ideal ve a;™ € P, oldugundan a;s; € P, olacak sekilde sabit bir s; € §; vardir. P, NS, # @
oldugundan bir s, € P, N S, vardir. Boylece a,s, € P, elde edilir. Simdi, s' = (54,5,) €S
alalim. s'a = (sq,s,)(ay,a,) = (s1a4,5,a,) € P olur. Sonug olarak P, R de bir S-yar1 asal

ideal olur. Diger durumlarda da benzer yontemle P nin S-yar1 asal ideal oldugu goriliir.
Teorem 2.1.10

n = 1 olmak iizere her i = 1,2,---,n i¢in R; bir halka S;, R; halkasinin ¢arpimsal kapali
alt kiimesi ve P;, R; halkasinin ideali olsun. R = Ry X R, X «* X R,;, § = §; X §; X -+ X §,,

P = P; X P, X +-- X B, oldugunu varsayalim. Asagidakiler denktir.

Q) P, R de bir S-yari asal idealdir.
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(i) i €{ky, by ki 1<kyky, kypy<nve0<m<n}icin ,NS; # D ve
heri € {1,2,--,n} — { k1, k3, -,k } igin P;, R; de S;-yar1 asal idealdir.

Ispat

Teoremin ispatin1 yapabilmek i¢in n iizerinden tiimevarim hipotezini kullanacagiz. n =
1 iken R=R,, S=15;, P=P; olur ve (i)e(ii) saglanir. n = 2 igin (i)&(ii) oldugunu
Onerme 2.1.9 da gésterdik. t < n i¢in (i)e(ii) oldugunu kabul edelim. Simdi, t = n alalim.
R=R; XR; X +XR,,S=58X8,%XXS,,P=P, XxP,x--xPB,olsun. P’ = P; X P, X
X Py_qy Ve S'=5; XS, X--XS,_; alam. P = P' X P, oldugu acikca goriiliir. Onerme
2.1.9 dan, P nin S-yari asal ideal olmasi igin gerek ve yeter kosul P, NS, # @ ve P’, §’-yar1
asal idealdir veya P’ N S" # @ ve B, nin, S,-yar1 asal ideal olmasi veya P’, S’-yar1 asal ideal ve

P,, S,-yar1 asal ideal olmasidir. Tiimevarim hipotezinden t = n i¢in (i)&(ii) elde edilir.
Teorem 2.1.11

R bir halka , M bir R-modiil, I R nin bir ideali ve ayrica S, R nin ¢arpimsal kapal1 alt

kiimesi olsun. Asagidakiler denktir.

Q) I, R nin bir S-yari asal idealidir.
(i) [ < M, R o< M nin bir S « 0-yari1 asal idealidir.
(iii) I <« M, R «< M nin bir S « M-yar1 asal idealidir.

Ispat

(M)=(ii): I, R halkasinda bir S-yar1 asal ideal olsun. x ER,mE€ M ve n €N igin
(x,m)" = (x",nx""Im) € I « M alalim. O halde x™ € I ve nx""'m € M elde ederiz. I bir
S-yart asal ideal oldugundan sabit bir s € S i¢in x™ € I olmast sx € [ olmasin1 gerektirir.
Simdi, (s,0) € S « 0 segelim. Bu durumda (s, 0)(x,m) = (sx,sm) € [ « M olur. Boylece

I < M bir § « 0-yar1 asal idealdir.

(i)=(iii): I o< M, R < M nin bir S o 0-yar1 asal ideali olsun. Oyleyse (I &< M) N
(Sx0) =0 olmalidir. Bu ise (INS) x(MNO)=@ olmasin1 gerektirir. (M N0) = @
oldugu icin (INS) =@ olmalidir. Boylece (INS)xM =1 xM)N(SxM) =0 elde
edilir,r (Sx0) S (SxM)ve (I x M) N (S x M) = @ oldugundan Teorem 2.1.2 (iii) ten I «
M bir S < M-yar1 asal idealdir.

(ii)=(1): Simdi I « M, R «< M nin bir § < M-yar1 asal ideali olsun. x € R,n € N i¢in
x™ €I alalim. O halde (x,0)" = (x™,0) € I <« M elde ederiz. I <« M bir S o< M-yar1 asal
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ideal oldugundan (s,m)(x,0) = (sx,xm) € I «« M olacak sekilde sabit bir (s,m) € S « M

vardir. Bu ise sx € I olmasini gerektirir. Boylece I bir S-yar1 asal idealdir.

Simdi, keyfi halkalarin belirli yar1 asal ideallerini S-yar1 asal ideallerle karakterize

edecegiz.
Teorem 2.1.12
I, R nin I € Jac(R) sartin1 saglayan bir ideali olsun. Asagidakiler denktir.

Q) I bir yar asal idealdir.
(i) Her M € Max(R) igin, Sy = (R — M) iken [ bir Sy-yar1 asal idealdir.

Ispat

()=(i): I, R nin bir yar1 asal ideali olsun. Her M € Max(R) icin I € Jac(R)

oldugundan Sy; N I = @ olur. Teorem 2.1.2 (i) den I, Sy;-yar1 asal idealdir.

(i) =>(i): Her M € Max(R) igin I bir Sy-yar1 asal ideal olsun. Bir x € R,n € N igin
x™ €1 alalim. Her M € Max(R) igin I, Sy-yar1 asal ideal oldugundan, syx € I olacak
sekilde sabit bir sy € M vardir. Q = {s};: IM € Max(R), sy &€ M, syx € I} kiimesini
tanimlayalim. () € M* olacak sekilde bir M* € Max(R) oldugunu varsayalim. O halde I bir
Sy+-yari asal ideal oldugu durumda sy+x € I olacak sekilde sabit bir sy« € M* vardir. Ayrica
Sy € QS (Q) € M* olur. Bu ise bir celiskidir. Boylece () herhangi bir maksimal ideal
tarafindan kapsanmaz yani () = R olur. O halde 1 € (Q) bulunur. Bu ise her 1 < i < n igin
1 € R ve sy, € (1 olmak lizere 1 = 118y, + 1Sy, + -+ + 13,5y, Olmasint gerektirir. Buradan
esitligi x ile carparsak x = 71(Sy,x) + 12(Sp,Xx) + -+ + 1, (sy,x) elde ederiz. Her i€

{1,2,---,n} i¢in Su;X € I oldugu igin x € [ elde ederiz. Sonug olarak I, R de yari asal idealdir.

Sonuc¢ 2.1.13

M, R nin tek maksimal ideali olmak iizere (R, M) bir yerel halka olsun. Asagidakiler R

nin her has I ideali i¢in denktir.

Q) I bir yar asal idealdir.
(i) I bir Sy,-yar1 asal idealdir.

Ispat
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R nin tek maksimal ideali vardir ayrica her ideal bir maksimal ideal tarafindan kapsanir.

Bu durumda I € Jac(R) = M olur. Boylece Teorem 2.1.12. den (i)<(ii) bulunur.
Teorem 2.1.14

P, R nin bir ideali ve S, P N S = @ olacak sekilde R nin ¢arpimsal kapal1 bir alt kiimesi
olsun. Asagidakiler denktir.

Q) P, R nin bir S-yar1 asal idealidir.
(i) Sabit bir s € S igin (P:s), R nin bir yari asal idealidir.

Ispat

(i)=(ii): P nin R de bir S-yar asal ideal oldugunu varsayalim. Tanimdan x € R ve n €
N i¢in x™ € P iken sabit bir s € S, sx € P olacak sekilde vardir. s* = s? € S alalim. Simdi,
(P:s™) m R halkasinda bir yar1 asal ideal oldugunu gosterelim. Bunu gosterebilmek icin bir
y €ER ve m €N igin y™ € (P:s*) alalim. Bu durumda s*y™ = s?y™ € P olur. Buradan
s2My2m = (5y)2M € P bulunur. Kabuliimiizden P bir S-yar1 asal ideal oldugu i¢cin s(sy) € P
elde ederiz. Yani s?y € P olur ki buradan da y € (P:s?) = (P:s*) bulunur. Sonug olarak
sabit bir s* € S i¢in (P:s™), R de bir yar1 asal idealdir.

(if)=(i): Bir s € S i¢cin (P:s) nin R de bir yar1 asal ideal oldugunu kabul edelim. O
halde tanimdan x € R ve n € N i¢in x™ € (P:s) iken x € (P:s) gergeklenir. Bir x € R ve
n € N i¢in x™ € P olsun. O halde buradan x™ € (P:s) ve (P:s) yart asal ideal oldugundan
x € (P:s) bulunur. Bu ise sx € P olmasin1 gerektirir. Boylece P, R nin bir S-yari asal

idealidir.

2.2. S-Indirgenmis Halkalar

Tanmmm 2.2.1

R bir halka ve S, R nin ¢arpimsal kapali bir alt kiimesi olsun. x € R ve n € N i¢in x™ =

0 iken sx = 0 olacak sekilde sabit bir s € S varsa R halkasina S-indirgenmis halka denir.
Tiim indirgenmis halkalar S-indirgenmis halkadir fakat tersi dogru degildir.

Ornek 2.2.2

30



p # q asal sayilar olmak tizere Z,z2, halkasini g6z dniine alalim. V0 = (pq) # 0 oldugu
igin Z,z2, bir indirgenmis halka degildir. § = {p™:n € N} U {1} carpimsal kapali alt kiimesini
alalim. s = p € S segelim. O halde herhangi bir x € v/0 icin sx = 0 elde ederiz. Yani L2 4 bir

S-indirgenmis halkadir.
Onerme 2.2.3
Eger R bir S-tamlik bolgesi ise R bir S-indirgenmis halkadir.
Ispat

R bir S-tamlik bolgesi olmak iizere x € R ve n € N igin x™ = xx™! = 0 olsun. R bir
S-tamlik bdlgesi oldugundan sx = 0 veya sx™ ! = 0 olacak sekilde sabit bir s € S vardur.
Eger sx =0 ise R bir S-indirgenmis halka olur. Aksi halde sx™ ! = x(sx""%)=0

"=2 = ( elde ederiz. Bu sekilde devam edersek sonugta

oldugundan yine sx = 0 veya s?x
sx =0 veyas™ =0 € S clde etmis oluruz. Fakat s™ = 0 olmas1 S ¢arpimsal kapali bir kiime
ve 0 € S oldugu i¢in miimkiin degildir. Bundan dolay1 sx = 0 olmalidir. O halde R bir S-

indirgenmis halka olur.
Onerme 2.2.3 {in tersi her zaman dogru degildir. Asagidaki drnegi inceleyelim.
Ornek 2.2.4

R=ZxQ, Z=7Z—-{0}, Q*=Q—{0} ve S=7Z"xQ* olsun. O halde x =
(x1,%,) EZXQ ve n €N igin x™ = (x1,x,)" = (x;™, x,™) = (0,0) alalim. Boylece 0 =
x:™ = x,™ ve buradan x = (xq,x,) = (0,0) oldugundan R bir indirgenmis halkadir. Ayni
zamanda S-indirgenmis halkadir. Simdi x = (0,1), y = (1,0) € R alalim. xy = (0,1)(1,0) =
(0,0) € R dir. Fakat herhangi s € S igin sx # 0 ve sy # 0 dir. Bundan dolay1 R, S-tamlik
bolgesi degildir.

Teorem 2.2.5

R bir halka ve S, R nin P NS = @ sartin1 saglayan ¢arpimsal kapali alt kiimesi olsun.
Asagidakiler denktir.

0] P, R nin bir S-yar1 asal idealidir.
(i) m:R - R/P dogal homomorfizma olmak tizere R/P bir m(S)-indirgenmis
halkadir.

Ispat
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(i)=(ii): P nin R de bir S-yar asal ideal oldugunu kabul edelim. Oncelikle PN S = @
oldugundan Og/p & m(S) dir. Ayrica S, R nin ¢arpimsal kapali alt kiimesi oldugundan m(S),
R /P nin garpimsal kapali bir alt kiimesdir. a € R ve n € N i¢in (a + P)" = a™ + P =olsun.
Bu ise a™ € P olmasini gerektirir. P bir S-yar1 asal ideal oldugundan sa € P olacak sekilde
sabit bir s € S vardir. Bu ise (s + P)(a + P) = sa + P = P = Ogp esitligini verir. Bundan
dolay1 R/P bir m(S)-indirgenmis halkadir.

(i)=(i): R/P bir m(S)-indirgenmis halka olsun. Bir a € R ve n € N i¢in a™ € P alalim.
O halde (a+P)"* =a™+ P =P =0g/p elde ederiz. Bu durumda sabit bir s €S igin
(s +P)(a+ P) = Og/p bulunur. Bu ise sa € P olmasin1 gerektirir. Yani P, R de bir S-yar

asal idealdir.

Simdi S-indirgenmis halkalar yardimiyla indirgenmis halkalar karakterize edecegiz.
Teorem 2.2.6
Her R halkas: i¢in asagidakiler denktir.

Q) R bir indirgenmis halkadir.
(i) Her P € Spec(R) igin R bir Sp-indirgenmis halkadr.
(iii) Her M € Max(R) igin R bir Sy;-indirgenmis halkadir.

Ispat

()=(ii): R bir indirgenmis halka ve P € Spec(R) olsun. Sp = (R — P) oldugu i¢in 1 €
Sp dir. s=1€ Sp secelim. x €ER ve n €N igin x™ = 0 alalim. R bir indigenmis halka

oldugu i¢in x = 0 boylece sx = 0 elde edilir. Sonug olarak R bir Sp-indirgenmis halkadir.

(if)=(iii): Her maksimal ideal ayn1 zamanda asal ideal oldugundan Max(R) S Spec(R)

dir. Istenen (ii) den elde edilir.

(ii)=(i): Her M € Max(R) igin R bir S); = (R — M)-indirgenmis halka olsun. n € N
ve x € R i¢in x™ = 0 olsun. R bir Sy-indirgenmis halka oldugu i¢in s x = 0 olacak sekilde
sabit bir sy, € M vardir. A = {sy: syx = 0,3IM € Max(R),sy & M} kiimesini olusturalim.
(A) € M* olacak sekilde bir M* € Max(R) oldugunu varsayalim. R bir S, -indirgenmis
halka oldugundan s,,*x = 0 olacak sekilde bir sy, € M™ vardir. Burada s,," € A S (A) ©
M*bulunur. Bu ise bir geliskidir. Boylece (A) = R olur yani 1 € (A) saglanir. O halde her

1<i<n igin 1, €R olmak iizere 1=rSy, + 7,8y, + -+ 1Sy, olacak sekilde
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Smy»Smy > S, € A vardir. Esitligin her tarafim x ile garparsak x = 1 (spy, x) + 12(Sp,x) +
-+ 1, (sm,x) elde ederiz. Ayrica her 1 <i <n igin sy,x =0 oldugu i¢in x =0 olur.

Boylece R bir indirgenmig halkadir.
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3.  SONUCLAR

Bu tezde incelemelere ve bulgulara tezin ikinci bolimiinde yer verilmistir.

Tezin ikinci bolimiinde degismeli halkalarda yar1 asal ideallerin genellestirmesi olan S-
yar1 asal idealler, S-yar1 asal ideallerin halka homomorfizmasi altindaki goriintiisii ve ters
goriintiisti, kartezyen carpim halkalarinin S-yar1 asal idealleri ve Ozellikleri, bir modiiliin
trivial genislemesinin S-yari asal idealleri incelenmistir. Buna ilaveten S-indirgenmis halkalar

tanimlanip indirgenmis halkalar karakterize edilmistir.

Bu tezde elde edilen bulgulardan hareketle yeni genellestirmeler yapilabilir. Ornegin,
Sevim, Arabaci, Tekir, Kog (2019) da alt modiillerin bir genellestirmesini elde etmislerdir. Alt
modiiller, modiil yapisinda ideal gibi davranan birimlerdir. Buna benzer olarak farkli cebirsel

yapilar lizerinde bu tarz genellestirmeler elde edilebilir.
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