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OZET
II. CESIT INTEGRAL DENKLEMLERIN NUMERIK COZUMLERI

Integral denklemler, doga bilimleri ve miihendislik bilimleri gibi birgok bilim dalinda
kullanilmaktadir. Genis bir alanda kullanilmasi, Integral denklemleri iceren problemlerin
¢oziimiinii 6nemli hale getirmektedir. Eric Ivar Fredholm (1866-1927) titresen yiizeyler
ve raslamsal siirecleri konu alan ¢alismalarinda karsilastigi integral denkleminin ¢6ziimii,
J. Neumann, Liouville ve Volterra tarafindan bazi 6zel durumlar i¢in bulunmustur, ancak
genel ¢oziimii elde edilememistir. Bu durum; problemlerin ¢dziimiinde niimerik
yontemlerin  kullanilmasinin  6nemini artirmigtir. Bu ¢alisma dort bolimden

olusmaktadir:

Giris béliimiinde, Integral denklemlerin tarihgesi ve uygulama alanlaridan
bahsedilmistir. Birinci bolimde integral denklemlerinin tanimi, siiflandirilmast ve
tiirleri verilmistir. Ikinci boélimde integral denklemlerinin gekirdek cesitlerine gore
analitik ¢oziimleri ile ardisik yaklasim ydntemi anlatilmistir. Ugiincii boliimde, niimerik
yontemlerden; “En Kiiglik Kareler Yontemi”, “Ortalama Deger Yontemi”, “Bernstein
Polinomu Yardimiyla Yaklasik Yontem”, “Taylor Serisi Kullanarak Yaklasim C6zim”
yontemleri anlatilmistir. Dordiincii boliimde ise yaklasik ¢oziimler ve analitik ¢éziimlerin

karsilastirilmasi yapilmistir.

Calismanin amact niimerik yontemlerin gecerliligini test etmektedir.Bu amagla,
farkl tiirde ¢ekirdek fonksiyonlar1 iceren, lineer degisken katsayili II. ¢esit Fredholm
integral denklemlerinin, analitik yontemle ve niimerik yontemlerle ¢6ziimleri yapilmustir.
Bulunan niimerik ¢6ziimler, kesin ¢6ziimle ayr1 ayri karsilastirilmis ve sonucunda

yontemlerin etkinligi degerlendirilmistir.



ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTION OF FREDHOLM INTEGRAL EQUATIONS OF THE
SECOND KIND.

Integral equations are used in a lot of disciplines such as engineering sciences and
natural sciences. This situation makes the solutions of the problems which include
integral equations important. Eric Ivar Fredholm (1866-1927) came up with an integral
equation in his physical works which include vibrating surfaces and random processes.
And J. Neumann, Liouville and Volterra found some solution to this integral equation,
however they could not reach a final solution. This increased the significance of using the

numerical methods in problem solving. This work consists of four stages:

In introduction stage, the history and application fields of integral equations have been
mention. The first part includes the description, classification an the kind of integral
equations. In the second part, analytical solutions according to kernal types of integral
equations and iterated approach method have been identified. In the third part, of the
numeric methods “ The Least Squares method” ,”Mean Value Method”, “Bernstein
Polynomials Method”, “Taylor Series Method” have been identifed. In the fourth part,

approximate solutions and analytical solutions have been compared.

The goal of the study, was to solve the second type Fredholm integral equations with
linear variable coefficient which includes different kinds of kernal functions. This was
performed by analytical and numerical methods. Obtained numeric solutions were
compared with the exact solutions seperately in perdermined intervas and their

achievement were evaluated in the end of analyse.
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GIRIS

Integral denklemler ilk olarak, 1823 yilinda bir mekanik problemini inceledigi sirada
ABEL tarafindan sunulmustur. Integral denklemlerle ilgili ilk arastirmalar 19. yiizyilin
baslarinda baglamistir. Arastirmalar, baslarda rastgele ve sistematik olmayan bir sekilde
yapilmaktayken, bu yilizyilin sonuna dogru belirli bir diizen ve sistem kazanmustir.
Integral Denklemleri terimini P. Du Bois REYMOND’ un (Crelle,\V0l.103,1888,5.228)
yaptig1 bir calismada 6nerdigi bilinmektedir.

Integral denklemler; bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda bulundugu
denklemler olarak tanimlanmaktadir. Integral denklemlerinin ¢ok sayida tiirii oldugu igin,
bu tiirlerin hepsini kapsayacak bir teori kurmak su an olanaksiz goziikmektedir. Bu
nedenle ayri nitelikteki integral denklemlerin incelenme yontemleri de ayr1 olacagindan,

konu genis bir arastirma sahasina yayilmaktadir.

Fizik ve miihendislik dallarinda problemlerin ¢ogu bir denklemle ifade
edilemeyecek yapiya sahiptir. Uygulamali bilim dallarinda ¢okg¢a karsilasan bu problem
sekli, birden ¢ok bilinmeyen fonksiyon igeren diferansiyel ve integral ¢esitlerinden olusan
denklem sistemi seklinde ifade edilir. Glinlimiize kadar heniiz bu sistemlerin genel bir
¢ozlimii bulunamamustir. Degisken katsayili ve yiiksek mertebedeki integral denklemlerin
analitik ¢6ziimleri bulunamamakta ya da bulunmasi ¢ok zor olmaktadir. Bu nedenle bu
tiir problemlerin ¢oziimiinde yaklasik ¢oziimlerin kullanilmasi ve karsilastirilmasi faydali

olacaktir.

Bu tez ¢alismasindaki amag, lineer degisken katsayili ikinci ¢esit Fredholm integral
denklemlerinin gesitli yontemlerle yaklasik ¢oziimlerini bularak analitik ¢oziimleri ile

karsilagtirmak ve sayisal yontemlerin problemler lizerindeki verimliligini aragtirmaktir.



1. TEMEL KAVRAMLAR
1.1.Tanmim

Integral denklem, bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda kullamildig

denklemlerdir.

Bilinmeyen fonksiyon g(x), ¢ekirdek fonksiyon K(x,t), a< x <b ve a< t <b olmak

uzere,

b

g(x) =f(x) + f K(x,t)g(t)dt (1.1)

a

f(x) ve K(x,t) fonksiyonlari bilinirken, g(x) bilinmeyen fonksiyonun integral isareti
altinda olusturdugu denkleme integral denklemi denir.

1.2 integral Denklemlerin Simflandiriimasi
1.2.1 Lineer ve Lineer Olmayan Integral Denklemler

En temelde integral denklemler, lineer integral denklem ve lineer olmayan integral

denklemi olarak siniflandirilir.

b

mw=fkwmmawt (1.2)

a

b

mm=ﬂ@+ijwmow

a

b

mw=ﬂ@+fxmowwrm (13)

a

g(x) fonksiyonu bilinmeyen fonksiyon olmak tizere, g(x) fonksiyonu ilizerinde sadece
lineer islemler yapiliyor olmasi halinde integral denklemi lineer integral

denklemidir.(1.1) ve (1.2) denklemleri lineer integral denklemine 6rnektir.



Lineer operator igin genel kosul, L diizgiin integral operatorii olmak iizere

L[g(x)] = f(x) seklinde yazilabilir. Herhangi c; Ve c, sabitleri igin,

Llcig1 (%) + c282(x)] = ¢4 L[g1 ()] + c;L[g,(X)] . (1.4)

Lineer operator kosulunu saglamasi durumunda, lineer integral denkleminin en genel
sekli,

b
h)g() = FG0) +A f K(x, 0)g(0)dt (15)

dir.

Integralin {ist sinir1 degisen veya sabit olabilir. f(x), h(x) fonksiyonlar1 bilinen, K(x,t)
fonksiyonu ¢ekirdek fonksiyon, A sifirdan farkli parametre olmak iizere, g(x) bilinmeyen

fonksiyon olmak iizere, lineer integral denklemlerin en genel sekli (1.5) denklemidir.

(1.3) denklemi lineer olmayan integral denklemidir. n. dereceden oldugu i¢in lineer

operatOr sartin1 saglamaz.

X vet nboyutlu vektor olmak tizere ve € da n boyutlu uzayin bir bolgesi olmak tizere

bir ¢ok bilinmeyenden olusan sistem ele alinabilir.

g(x) = f(x) + f K(x, t)g(t)dt (1.6)
a

1.2.2 Tekil ve Tekil Olmayan Integral Denklemler
Tekil olan ve tekil olmayan integral denklemlerin durumu g¢ekirdek K(x, t)
fonksiyonun x ve t degiskenlerinin tanimli oldugu araliklardaki, K(x,t) cekirdek

fonksiyonun siirekliligine baglhdir.

K(x,t) ¢ekirdek fonksiyonu, a < x < bve a < x <t araliklarinda siirekli ise,
integral denklem bu aralikta tekil olmayan integral denklemidir. (1.7) integral denklemi

tekil olmayan integral denklemine bir 6rnektir.



T

g(x) =f(x) + f cos(xt)g(t)dt (1.7)

0

K(x,t) ¢ekirdek fonksiyonu verilen aralikta siirekli olmamasi durumunda ve sinirlardan
birinin veya ikisinin sonsuz oldugu durumda integral denklemi tekil(singiiler) integral

denklemidir. Asagidaki integral denklemleri tekil (singiiler) denklemlere Ornektir.

X

g(x) = f(x) + f In(x — Hg(t)dt (1.8)
Oosinx

g(x) = f(x) + f Tg(t)dt (1.9)
0

g(x) = f(x) + f %dt (1.10)

1.2.3 Fredholm ve Volterra Integral Denklemler

Integral denkleminin lineer veya homojenliklerine bakilmaksizin, integralin

sinirlarinin durumu belirleyici olmaktadir.

Integralin alt simirinmn sabit, iist sinrmin degisken olmasi durumunda integral
denklem Volterra integral denklemi olarak adlandirilir. h(x), g(x) ve f(x) bilinen
fonksiyonlar, K(x,t) ¢ekirdek fonksiyonlari, integralin alt siir1 a sabiti ve iist siir x

degiskeni olmak iizere;

X

h(x) = fl((x, t)g(t)dt (1.11)
9(x) = f K(x, 0)g(0)dt (112)
900 = F) + f K (x, g (6)dt (1.13)

a



X

h(x)g(x) = f(x) + f K(x,t)g(t)dt (1.14)

a

(1.11), (1.12), (1.13), (1.14) gibi integral denklemlerine Volterra Integral Denklemi
denir. (Aksoy,1983)

Fredholm Integral Denklemi ise, h(x), g(x), f(x) bilinen fonksiyonlar, K(x,t) ¢ekirdek
fonksiyon ve a, b integralin alt ve iist sinirin olusturan sabitler olmak iizere Fredholm
Integral Denkleminin en genel hali,

b

h(x)g(x) = f(x) + j K(x,t)g(t)dt (1.15)

a

seklindedir.

Fredholm integral denklemleri h(x) fonksiyonun durumuna gore tiirlere ayrilir.
i. Birinci Tiirden Fredholm integral denklemi,

h(x)=0 igin,

b

flx)+ j K(x,t)g(t)dt =0 (1.16)

a

ii. Ikinci Tiirden Fredholm integral denklemi, h(x)=1 i¢in (1.1) denklemi,

b

900 = f0 + f K(x, 0g(0)dt

a

seklinde olur.

1.2.4 Homojen ve Homojen Olmayan integral Denklemler

Homojen ikinci tiir Fredhol Integral Denkleminin (1.1) 6zel bir durumudur. g(x)
bilinmeyen fonksiyonun ¢6ziimiiniin siniflandirilirken, f(X) bilinen fonksiyonu igin,

f(x)=0 oldugu durumda,



b

glx) = fK(x, t)g(t)dt (1.17)

a
(1.17) homojen integral denklemi olup g(x) = 0 bir ¢6ziimdiir. Bu ¢éziime agikar ¢6ziim

denir.

f(x) # 0 oldugu durumda,

b

900 = () + f K(x, 0 g(t)de

a

homojen olmayan integral denklemidir.
1.2.5 Cekirdek Tiirlerine Gore integral Denklemleri

Bu bolime kadar integral denklemlerinden bahsederken herhangi parametreden

bahsetmemistik. A # 0, A #1 parametreler olmak iizere,

b
gx)=f(x)+ Ajl((x, t)g(t)dt (1.18)

(1.18) genel integral denklemi yazilir. integral denklemlerin ¢dziimleri aranirken
cekirdegin tiirii belirleyici bir rol tslenir. K(x,t) ¢ekirdek fonksiyonunun lineer x, t

degiskenlerinin [a,b] araliginda siirekli ve tanimli oldugunu kabul edelim.

1.2.5.1 Sabit Cekirdek

Fredholm integral (1.18) denkleminde K(x,t) ¢cekirdek fonksiyonu sabit kabul edilirse

ve ¢ sabit olmak tizere, K (x, t) = ¢ igin (1.18) denklemi,

b
gx) = fx)+ A] cg(t)dt (1.19)

b

900 = fG0) + Ac j g(Oydt

a

seklinde olur.



1.2.5.2 Dejenere (Ayrilabilir) Cekirdek

(1.18) Fredholm integral denkleminde K(x, t) ¢ekirdegi, her biri sadece x ve sadece
t ye baglh fonksiyonlarin ¢arpimindan olusan sonlu sayida terimin toplami olarak ifade

edilebiliyorsa,
K(x,t) = z m; (O (6) (1.20)

(1.18) denklemi igin,

b
900 = fOO + A f m () (D g(Ddt (1.21)

b
900 = £G) + Ami(x) [ m(Dg(©de

seklindedir.
1.2.5.3 Simetrik Cekirdek

Fredholm integral, (1.18) denkleminde K(x, t) ¢cekirdegi,
K(x,t) = K(t,x)

seklinde esitligi sagliyorsa simetrik ¢ekirdek olarak tanimlanir.

1.2.6. Diizgiinliik Kosullar:

Siirekli ve integrallenebilir fonksiyonlar ele alinacaktir. [a, b] araliginda fonksiyonlar
igin diizgiinliik kosulunu verelim. Integral isareti kullanildiginda Lebesque integral
kavrami anlagilmaktadir. Fonksiyon Riemann anlaminda integre edilebilirse, ayni
zamanda Lebesque anlaminda da integre edilebilir ama tersi dogru degildir.

Karesi integrallenebilir bir fonksiyon asagidaki gibi ifade edilebilir.

b
j 19(6)[2dt < oo
a



Fonksiyon £, fonksiyonudur. Iki degiskenli K(x,t) fonksiyonun diizgiinliik kosulu
benzerdir.

a<x <b,a<t<bolmaklizere x ve t degerlerinin kiimesi i¢in;

fju«x,mz <o

a < x < b araliginda x in herbir degeri i¢cin;

b
f |K (x,t))]?dt <

a <t < b araliginda t nin herbir degeri icin;

b
] |K(x,t))]?dt <

diizgiinliik kosuludur.
2.,FREDHOLM INTEGRAL DENKLEMLERIN COZUMU
2.1. Sabit Cekirdekli Integral Denklemin Céziimii

(1.18) Fredholm integral denkleminde K (x,t) sabit ¢ekirdek fonksiyonu

a <x <bvea <t < b bolgesinde siirekli taniml1 ve ¢ sabit olmak iizere, K(x,t) = ¢

icin, (1.18) denkleminde,

b
900 = fO0) + A f cg(t)dt

¢ sabit oldugu i¢in,

b

900 = F) + Ac j g(D)dt 2.11)

a

seklinde yazilir.



(2.1.1) belirli integralin sinirlar1 sabit oldugu ig¢in, integral degeri belirli bir sabite
yakinsayacaktir.

b
Ac=nvel = fg(t)dt
a

seklinde ifade edilirse,

b

g(x) = f(x) + nfg(t)dt (2.1.2)

gx)=f(x)+ U (2.1.3)

Boylece integral denkleminin ¢oziimii bulunmus olur. Bulunan integral denkleminin

sonucu olan (2.1.3), (2.1.2)integral denklemini saglayacaktir. g(x) fonksiyonu integral
denklemimde yerine yazilir,

b

FG)+ U = fOO+ 1 f [F(®) + nUldt

a

b b b b

nU—nfnUdtz nff(t)dt ve U[1—nf dt]=ff(t)dt

a a

b
1
U=mlf(t)dt, 1—-m(b—-a)*0

Bulunan U degeri (2.1.3) denkleminde yerine yazilirsa,

b
1
960 = () + Ml | FOa]

veya

b
1
900 = f() + N5 | F©¢d (21.4)

olur.



Burada g(x) fonksiyonu bilindigi i¢in, K(x,t) sabit g¢ekirdegine sahip (2.1.4)

Fredholm integral denklemine genel bir ¢6ziim olusturur.

Ornekl:

1
g(x) = sinx +f 2g(t)dt

0

integral denkleminin ¢6ziimii bulunuz.

Coziim :

Integral denklem, K (x,t) = 2, yani sabit ¢ekirdekli bir integral denklemidir.

1

g(x) = sinx + 2] g(t)dt
0

1
c= f g(t)dt olarak alinirsa,
0

g(x) = sinx + 2c
olur ve bu integral denklemde yerine yazilirsa,

1
sinx + 2¢ = sinx + f (sint + 2c)dt
0

c=cosl—1
elde edilir. Sonug olarak integral denklem ¢oziimii

g(x) = sinx + 2(cos1 — 1)
seklindedir.

2.2. Ayrilabilir (Dejenere) integral Denklemin Céziimii

b

900 = F@) + A f K(x, 0)g(0)dt

a

10



integral denklemindeki K(x,t) ¢ekirdegi, K(x,t) = h(x).p(t) seklindedir. Bu tiir

cekirdeklere ayrilabilir tiirdendir denir.
b
960 = £G0 + 1 [ PO e (2.2.1)
a
Fredholm integral denkleminde h(x), t den bagimsiz oldugu i¢in,

b
900 = f(0) + Ah() f p()g(e)dt

seklinde yazilir. C integralin sabit degerini gostermek tizere, yani

b

C = fp(t)g(t)dt (2.2.3)

ise
g(x) = f(x) + ACh(x) (2.2.4)

elde edilir ve g(x) (2.2.1) denklemini saglar. Buna gore,
b
f(x)+ ACh(x) = f(x) + Ah(x) J p(O[f () +ACh(t)]dt, (2.2.5)
b b
C[1 —A] p(Oh(t)dt] = J p(t) f(O)dt , (2.2.6)
b
1- 7\] p(t) h(t) dt # 0 olmak lizere

_ L p® f(dt
1-2f; p(Or()dt

(2.2.7)

elde edilir. f(x), p(x) ve h(x) bilinen fonksiyonlar oldugu i¢in(2.2.7)ifadesi ( 2.2.4) de
yerine yazilirsa
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2 p(®) F(©)dt

_ A
gx) =f(x) + 1-2J" p(Oh()dt

X

bulunur. g(x)ayrilabilir ¢ekirdekli Fredholm integral denkleminin ¢oziimiidiir.

Ornek 1:
1

glx) =e* +f e*ttg(t)dt

0

Ayrilabilir ¢cekirdege sahip integral denklemin ¢ézliimiini bulalim.

Coziim:
K(x,t) = e**t ¢ekirdegi ayrilabilir tiptedir.
h(x) = e* vep(t) =et
1
gx) =e*+ exf etg(t)dt
0
Buradan,

1
C=f etg(t)dt
0

gx) =e*+e*C
integral denkleminde yerine yazilirsa.

1
ex+exC=ex+exJ et(et +et C)dt
0

1 1
C(l—j e?t dt) =J et dt
0 0

C_e2—1
3 —¢g2

elde edilir.C yerine yazilirsa ayrilabilir ¢ekirdekli Fredholm integral denkleminin
¢Ozimii,

glx) =e*+e* seklinde bulunur.

3 —e?
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2.3 Ayrilabilir Cekirdegin Genel Hali (Pincherle-Goursat Cekirdegi)

Ayrnilabilir ¢ekirdek K (x, t) i¢in,

K6 = ) h@p© 23.1)

seklinde olsun. Bu halde integral denklemi

b n
800 =109 + 1| Y hiom(® g(de (232)

formundadir. (2.3.2) denkleminde h;(x) fonksiyonu t den bagimsiz oldugu i¢in integral
sekline ifade edilebilir.

n
b
80O = 6O + A ) lu(®) f p®gOdt . (23.3)
{21 y
Acik sekilde yazilacak olursa,

b b
g(x) = f(x) + Afhy (%) f p1(Dg(H)dt +hy () f P> (gt +..

a

b
ha () f p(Dg(0)dr]
ve ’

b b b
¢ = [ pu@g©at 5 €, = [ p0g@ats . G = [ pug©at

a

Seklinde gosterilirlerse (2.3.3) denklemi asagidaki gibi yazilabilir.

Boylece g(x) fonksiyonu bulunmus olur. (2.2.4) denkleminin (2.3.3) denklemini
saglamasi gerekir,

f(x) + Alhy (0)Cy + Coha () +... +Crh, (0)] =
b
fCo + A J [(hy ()1 (£) + hy (P2 (E) + -+

+h, ()pn(0)) (f (©) + Alh (D)Cy+... +Crhy (D)]dt

13



Bu ifade diizenlenirse,

f(x) + A C1hy (X) + A Cohy(X)+... +A Coh, (%) =

b
f(x) + A h;(x) f p1 () [f(t) + AC1h, () + AC,h, (V) +... +AC, h, (V) ]dt
b
+ A h,(x) f p2 (V) [f(t) + AC1h; (1) + AC,h, (D) +... +AC, h, (D) ]dt+. ..

b
+ A h,(x) f pn(®) [f(t) + AC hy (t) + AC, A, (t)+... +AC A, (D)]dt

h;(x) fonksiyonun katsayilar1 karsilikli olarak esitlenirse,
b
C; = f p1(®) [f(t) + AC;h () + AC,h, () +... +AC h, (D)]dt
a

b
C, = f p, (©) [f(t) + AC,h, (t) + AC,h, () +... +AC h, (D) ]dt

b
C, = f PO [f(t) + AC h i (t) + ACyhy (D) +... +AC, A, (B)]dE (2.3.5)

elde edilir.Integraller i¢in asagidaki tanimlamalar yapilirsa,

b b b

N, = f P (OF©dE 5 Ny = f Dy (OF(Odt; o 5 Ny = f Pa(OF (©)dt
b b b

My, = f P (O (Ot 5 My, = f U (Ohy(OdE; 5 My = f P (Dhn(D)dt

b b b
My = f Py (O (Ot 5 My = f Py (Ohp(Odt; oo 5 My = f Py (DA (D)t

14



b

b b
My, = f PaOh(DdE 5 My = f PRy (Odt; s My = f P (Ohn(8)dt

ve (2.3.5) ifadeleri bu tanimlamalara gore diizenlenirse,

Cl = N1 + A ClMll + A CzM12+... +A CanTL
Cz = NZ + )\ C1M21 + )\ C2M22+.. . +)\ CnMZn )

Cn = Nn + }L Canl + )\ Czan‘l‘. e +)L CnMnn

elde edilir. Sistem tekrar diizenlenirse,

Nl = (1 - )\Mll)Cl - )\M12C2 - )\M13C3_.. . _)\ MlnCn

N2 - _}\ MZlcl + (1 - )\MZZ)CZ - }\M23C3_.. h _}\ MZnCn B

Nn = _Mnlcl - )LMn2C2 - )LMn3C3_+(1 - AMnn)Cn

bulunur.Daha genel ifade ile gosterilirse,

b
6= [ m© gwar

denklem asagidaki gibidir;

800 = F() +2 ) Cihy(®)

g(x) degeri (2.3.2) de yerine yazilirsa,

15
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n b n
> GG [ nO @+ 1Y Cey(©1de = 0
i=1 a k=1

elde edilir. h;(x) fonksiyonlari lineer bagimsiz oldugu i¢in, i = 1,2, ..., n i¢in asagidaki
esitlik bulunur:

b n
C; — fa pi(®) [f(t) + A; Crhi(t)]dt} =0 : (2.3.7)

Ifadeyi daha basit hale getirirsek;
b b
M= [ n@g@de My = [ pOnoar
a a

N; ve My, bilinen sabitler olmak iizere, bunlar (2.3.7) denkleminde yerine yazilirsa,

n
Ci - }\Z Mika =Ni k= 1,2, W, n (238)
k=1
esitligi elde edilir.

C; bilinmeyenleri i¢in n bilinmeyenli bir cebirsel denklem sistemi olusturulur. D(A) bu

sistemde katsayilar determinantidir.

1-AM,, -AM,, L  -AM,,
Do) = AM,, 1-AM,, L  -AM,,
M M M M

AM,,  -AM,, L 1-1M,,

(2.3.9)

Bu durumda C;, C,, ..., C,, birbirinden bagimsiz olarak hesaplanabilir.(2.3.9) determinanti
aildiginda A ya bagli n inci derecen bir polinom elde edilir.
A =0 oldugunda D(A) = 1 olur.

D(A) # 0 oldugunda A nin tim degerleri igin (2.3.2) integral denkleminin bir tek
¢Ozimii vardir.

D(A) = 0 oldugunda A nin tiim degerleri i¢in (2.3.2) integral denkleminin sonsuz

sayida ¢6ziimii vardir ya da integral denkleminin ¢6ziimii yoktur.
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Lineer yontemler uygulanarak,

_ b

T (2.3.10)

bulunur. D(A) determinantinda i. siitunu elemanlar1 yerine N; lerden olusan siitunun
yazilmasiyla D;(A) determinanti elde edilir. Bu sekilde C; sabitleri bulunur ve (2.3.4)

denkleminde yerine yazilirsa g(x) ¢6ziimii bulunur.

Ornek 1:

Asagidaki integral denkleminin ¢6ziimiinii arastiralim,

g(x) =sinx + }\jncos(x —t)g(t)dt
0
Coziim:

f(x) = sinx, K(x,t) = cos(x — t) seklindedir. Burada

b n
900 = £+ 1 [ D hGIp(©) gt

Fredholm integral denkleminin ¢ekirdegi genel haldeki ayrilabilir ¢ekirdektir.

h,(x) = cosx, h,(x) = —sinx, p.(t) = cost, p2(t) = sint,
b T
N, = f p1(Of(®)dt ; N, = f cost sintdt =0,
a 0

b T -
N, = f p(O)f(H)dt ; N, = f sint sintdt ==,
a 0

T

T T
My, = f cost cost dt = 5 My, =f —costsintdt =0 ,
0 0

A

T
T
M21=J sint cost dt = 0; Mzzzf —SintSintdtz_E,
0 0

17



D(A) # 0 oldugundan ¢dziim vardir.

n
Ci - }\Z Mika = Ni ) k= 1,2,

=1

denklemi yerine yazilirsa agsagida cebrik denklem sistemi elde edilir.

A Vs T
Cl_)\EC:l:O’ C2+}\EC2:E

Sistemin ¢6ziimiinden

elde edilir.C; ve C, sabitleri (2.3.6) denkleminde yerine yazilirsa,

g(x) = sinx + %cosx ~3 :}\n sinx
2 s
gx) = Ecosx + (1 By ?\n) sinx
bulunur.
Ornek 2:

Asagidaki integral denkleminin ¢oziimiinii arastiralim,

g(x) = Ajl(\/EtZ —Vtx?)g(t)dt
0

Coziim:
f(x) =0, K(x,t) = Vxt? — Vtx?
dir

b n
800 =100+ A [ Y hiom(® g(de
@ =1
Fredholm integral denkleminin ¢ekirdegi genel haldeki ayrilabilir ¢cekirdektir.

hl(x) = \/}r hZ(x) = tZ’ pl(t) = xZ’ pz(t) = _\/E;

18



b
M= [ m@r@de; N =0,
a
b
V.= [ pOr@a; N =0
a
1 2 1 1
M11=f Vetidt == ; M12=f t2t2 dt = - |
0 7 0 5
1 1 1 2
M21:—f ViVtdt = - ; Mzzz—f Vitd =——,
0 2 0 7

n
Ci - }LZ Mika = Ni .
i=1

n = 2 oldugundan asagida cebrik denklem sistemi elde edilir.

2 1 1 2

D(A) determinant sisteminde A nin reel degeri yoktur. C; = 0 ve C, = 0 oldugundan A

nin tiim reel say1 degerleri igin, bir tek ¢oztiimii vardir. g(x) = 0 seklindeki ¢6ziimdiir.

2.4 Coziicii Cekirdek

(2.3.9) determinanti, i. siitun elemanlart yerine N; lerden olusan siitun yazilmasiyla

D;(A) determinantini elde etmistik.

o _ DuNy+ Dyilot ..+ Dyl
l D) '

i=12..,n (2.4.1)

I.sutiin elemanlarina gore Laplace agilimi yapilirsa ve es carpanlar A ile gosterilirse,

n b
D;(A) = ZNiA ijp Ni= f pi (D) f (t)dt
i=1 a

j=1

seklinde yazilir. Bunlar (2.4.1) denkleminde yerine yazilirsa.

Ay D pOf(Ddt

j=1

C; = (2.4.2)

D)
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bulunan bu ifadede (2.3.6) denkleminde yerine yazilirsa,
n
90) = () +2 ) Ghi(x)
i=1

n

[
90 = ) +2 Y k() |
l

i=1

n |
Z f pi(Of (t)dt I (2.4.3)
o |

I

|zn: hl(x)zn:A ij |pl(t)| f(t)dt
(R

j=1

A b
M) Jq

900 = f() + 5=

elde edilir.n + 1 dereceden determinant asagidaki gibi ifade edilir,

0 m(x> B . ()
bl(t My M,
Dt A)=p(t) My 1-AMy .. -AM,, (2.4.4)
M M M. M
b(t) M, -AM, .. I-AM
|[ - - ]| D(x,t; )
lzlhi(x)ZAquxth 5%
i= j;l
Bu degere ¢oziicii ¢ekirdek denir ve asagidaki sekilde tanimlanir;
N D(x,t; )
R(x, t;A) = Bl (2.4.5)
Bu ifade (2.4.3) denkleminde yerine yazilarak ,asagidaki basit form elde edilir.
b
gx)=fx)+ AJ R(x, t; V)f(t)dt . (2.4.6)
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Teorem:

b
900 = FGO) + f RGx & D) (Dt

integral denkleminde R (x, t; A) ¢oziicii cekirdek tekdir.

ispat:

f(x) #0, Ri(x,t;A) ve R,(x, t; A) integral denklemin iki farkli ¢6ziicii gekirdegi olsun.

b b
fx) + 7\] Ri(x, ;) f(H)dt = f(x) + Aj R,(x,t; M) f(t)dt (2.4.7)

ifadesi saglanir.

b
A f [Ry (e, 0) — Ry, & MIf ()t =0

f(t) # 0olduguicin ; Ry(x,t;A) — R,(x,t;A) = 0 ve buradan

Rl(x, t, }L) == Rz(x, t, }\)

oldugundan ¢o6ziicii ¢ekirdek tektir.

2.5 Ardisik Yaklastirma Metodu

b
900 = F@) + A f K(x, 0)g(0)dt

(1.1) denkleminde verilen K(x,t) ¢ekirdek fonksiyonundan yararlanarak itere gekirdek

tanimini yapalim.
K(x,t) = K;(x,t) (2.5.1)

ile gosterelim. z bir degisken olmak iizere,

b
K, (x,t) = f K(x,2)K,(z, t)dz (2.5.2)
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seklinde yazilan ifadeye 2. mertebeden itere ¢ekirdek,

b
Ky, t) = f K(x, 2)K, (2, t)dz (25.3)

3.mertebeden itere ¢ekirdek denir. (2.5.3) denkleminde (2.5.1) ve (2.5.2) denklemleri

yerine yazilirsa,

b b
K;(x,t) =f K(x,z,) If K(z1,2,)K(z,,t)dz, | dz, (2.5.4)

b
K;(x,t) = ff K(x,2,)K(z,2,)K(z,,t)dz,dz, (2.5.5)
a
seklinde agik olarak ifade edilebilir.
b b
K,(x,t) = f w(n—1) f K(x,2,)K(z4,23) ... K(2p_1,t)dz1dz;, ...dz,_4 (2.5.6)
a a
Buradan n ve k tamsay1 olmak {izere, n. mertebeden itere ¢ekirdek
b
K, = f K, (x,2)Ki(z,t)dz (2.5.7)
a

genel ifade ile gosterilebilir.
Ardisik yaklasim metodu ise, A = 0 i¢in g(x) fonksiyonun sifirinci mertebeden

yaklasik ¢coziimii,

go(x) = f(x) (2.5.8)

Birinci mertebeden yaklasik ¢oziim ise,

b
910 = F() + A f K(x, 1) go(D)dt

ve (2.5.8) yerine yazilirsa,

b
g1(x) =f(x) + )\f K(x,t) f(t)dt (2.5.10)

elde edilir .

Ikinci mertebeden ardisik yaklasim igin,
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b
900 = F() + A | K0 g2 (0
a
(2.5.10) burada yerine yazilirsa,

b b
9200 = f(x) + A f K(x,t) [f ®+ A ] K(t,z) f(z)dzl dt

b b
g2(x) = f(x) + ?\J. K(x, t) f(t)dt + 7\2.[- K(x,t)[K(t,z) f(z)dz]dt (2.5.11)

olur. Burada (2.5.2) denklemi kullanilirsa,
b b
920 = F) + A [ Ko f@de+ 2 [ KoGor@©de
a a

Benzer olarak (2.5.3) itere ¢ekirdek kullanilarak 3. mertebeden ardisik yaklasim

b b b
9500 = £+ A [ KGu0) f@de+ 22 [ KoConf© e+ 2 [ K of @ at
a a a
bulunur. (n + 1). mertebeden yaklasik ¢6ziimii ise,

b b
In(x) = f(x) + Aj K(x,t) f(t)dt + )\Zj K(x, t)f(t)dt + -

b
+ 7\”] K,(x, t)f(t)dt

seklindedir. Genel olarak tanimlanirsa

n b
gn(x) = f(x) + Z Am f K, (x, )f (£)dt (2.5.12)

m=1
dir. K,,,(x, t) ifadesine m inci dereceden iteratif gekirdek denir.n — oo i¢in ifadenin limit
degeri Neumann serisinin yakinsak oldugu durumda g,(x) = g(x) olur. Bunun i¢in
Neumann serisin yakinsak oldugu durumu gosterelim.
b
a

960 =lmga () = 1)+ Y " [ Kl 0f Ot (2513)
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Neumann serisin yakinsaklik sart1 i¢in;

K(x, t) ¢ekirdek fonksiyonu a < x < bve a <t < b araliginda simirli ve siireklidir.D
ist sinir olmak tizere.

|K(x,t)| <D

yazilabilir. Ayni sekilde f(x) fonksiyonu a < x < b aralifinda sinirh ve siirekli oldugu
i¢in,

lf(Ol <E
olacak sekilde bir E sayis1 bulunabilir.

(2.5.13) denklemin kismi toplamina bakilir ve bu serinin genel toplamina ortalama deger

teoremi uygulanirsa,

b
‘)\f K(x,t) f(t)dt| < | A|DE|b — a| (2.5.14)

ikinci mertebeden itere ¢ekirdek icin,

K,(x, t) = j K(x,z)K;(z,t)dz
buradan,

| K»(x, )| < D?*|b — al
yazilabilir.

b
)\Zf Ky(x,t) f(t)dt| < |A%|D%E|b — a|?
a

n kez islem devam ettirilirse,

| Kn(x, )] < D™|b — al

ifadesinden yararlanilarak.

b
A”f K,(x,t) f(t)dt| < |\"|D"E|b — a|"
a

elde edilir. Bu sekilde (2.5.13) serisi igin,

a

[ee] b [ee]
Z xnf K,(x,)f ()dt <E Zn D(b — a)| (2.5.15)

n=1
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yazilabilir ve bu (2.5.13) serisinin {ist siniridir. Sonsuz seri ortak oranli geometrik seriden
daha hizli yakinsar.(2.5.15) sag tarafindaki geometrik serinin ortak carpant,

r= AD(b—a)
olmak tizere,

r=|ADMb—-a)| <1

dir ve geometrik seri

| Al < (2.5.16)

D|b — a|

sart1 saglanirsa yakinsaktir. Neumann serisi geometrik seriden daha hizli yakinsayacagi

icin (2.5.16) sart1 altinda seri diizgiin yakinsaktir.

Ornek 2:
K(x,t) = xt, a=0veb =1 olmak iizere n. mertebeden itere c¢ekirdegi
arastiralim.
Coziim:
Ki(x,t) = K(x,t) = xt ,
1 1 Xt
K,(x,t) = J K,(x,2)K(z t)dz =f xzztdz = 3
0 0
1 1!t xt
Ks(x, t) = J K,(x,z)K(z,t)dz =—J xzztdz = — ,
0 3Jo 3
1 xt
K,(x,t) = | xzztdz = 3T
0
dir.
Ornek 3:
K(x,t) = e*cost, a = 0 ve b = m olmak {iizere n. mertebeden itere ¢ekirdegi
aragtiralim.
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Coziim:
K, (x,t) = K(x,t) = e*cost ,

T

1+e™
K,(x,t) =f e*cosze?costdz = —( > )excost ,
0
1 T 1+e™
K;(x,t) = 5(1 + e")f e*cosze?costdz = ( > )2e*cost
0
1+e™
K,(x,t) = (—1)”_1(T)"_1excost
dir.
Ornek 4:
K(x,t) =e* "', a=—-1veb =1 olmak iizere ¢oziicii ¢ekirdegi arastiralim.
Coziim:

Ki(x,t) = K(x,t) = e*t,

1
K,(x,t) = f e*Ze?7ldz = 2e¥7t

-1

1
K3(x,t) = Zf eXZe?7tldz = 2%2e¥"t |

-1

1
Kn(x, t) — 2n—2f eXZeZ7tldy = Zn—lex—t ,
-1

R(xt; ) = Z K, (x, O
n=1
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o)

e*t 1
C) — n—-1,x—t — _ i
R(x,t; A) Z(zx) e —— . <3
n=1
olur.
Ornek 5:
K(x,t) =+xt , a=0veb =1 olmak iizere ¢dziicii ¢ekirdegi arastiralim.
Coziim:
K, (x,t) = K(x,t) =Vxt ,
L 1
Ky (x,6) = f VEziidz = Vi
0
1t 1
Ky(x,t) = 5] VRzzidz =
0
1 1
Ko, 0) = s | NaEEdz = g VE
R(x, 6 A) = Z Ko (x, DA™
n=1
S 2
R(x, t; )\)=Z(5)”‘1\/x_=2_)\\/ﬁ , 1] <2
n=1
Ornek 6:
K(x,t) = cosxsint ,a = —g ve b = 0 olmak iizere ¢oziicii ¢ekirdegi aragtiralim.
Coziim:
K,(x,t) = K(x,t) = cosxsint ,
0 1
K,(x,t) = J 7Tcosxsinzcoszsintdz =-3 cosxsint ,
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1 (© 1
K;(x,t) = —3 f ncosxsinzcoszsintdz =72 cosxsint ,
2
1
K,(x,t) = 57| x cosxsinzcoszsintdz = —53 cosxsint ,
2
1 .
K<(x,t) = ”cosxsmzcoszsmtdz =1 cosxsint ,

K,(x,t) = (=) ! T cosxsint ,

R(x,t; A) = Z K, (x, )\
n=1

[ee] . }\
R(x, t; A) = z osxsmt(—l)”‘l(z)"‘1 =

n=1

[ 2
g )\cosxsmt, |A] <

Ornek 7:
2
g(x) = sinx + }\j sinxcost g(t)dt
0

ardigik yaklasim metoduna gore ¢oziimii aragtiralim.

Coziim:
go(x) = sinx ,

2 A
g1(x) = sinx + AJ sinxcostsintdt = (1 + E) sinx ,
0

A A A?
g2(x) = sinx + 7\ smxcost (1 + 2) sintdt = (1 + = > + 4)sinx ,

2
gz(x) = sinx + Af

0

)\ )\2 )\ 2 3
sinxcost <1 + > + Z) sintdt = (1 + > + 7 + §> sinx,
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A }\2 3 A
In(x) = <1+§+Z+§+---+2—n>smx,

g(x) = sinx , [A]l <2

2—-2

sonucuna ulasilir.

Ornek 8:
1
gx)=x+ )\f x3t2g(t)dt
0

ardigik yaklasim metoduna gore ¢oziimii arastiralim.

Coziim:
go(x)zx,
L A
g1(x)=x+ ?\f x3t2tdt = x+Zx3 )
0
1 A A A2
_ A 3,2 AN — At s
g(x) =x+ foxt(t+4t )dt x+4x +24x ,
1 A A2 A A2 A3
_ A 3¢2(t 4+ 23 + ——3)dt = AN 3 3
gs(x) =x+ jox (+4t +24t)dt x+4x +24x +144x ,

=sue o ) o () v (3]

6x3 A

9&) =x+—5

sonucuna ulagilir.

3.FREDHOLM INTEGRAL DENKLEMLERIN NUMERIK COZUM
METODLARI

3.1 En Kiig¢iik Kareler Metodu
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Integral denklemlerinde belirli bir vektdér uzaymnda noktasal déniisiim yapilarak,
lineer bir denklem sistemine dondstiiriiliir. Bazi operatorler kullanilarak ¢ekirdek

fonksiyonu integre edilir.

Bernstein polinomu kullanarak Mandal ve Bhattacharya ¢6ziim igin 6zel bir yontem
gelistirmislerdir. Bu yontem ikinci ¢esit Fredholm integral denklemleri, en kiiciik kareler

yontemi kullanarak yaklagik ¢6ziim bulmamizi saglamaktadir.

En kiigiik kareler yontemi gercek deger ve regresyon degeri arasindaki farkin en
kiigik  olmasidir.  Gergek  deger y(x) strekli bir  fonksiyondur ve
(%0, Y0), (x1,v1), (x2,¥2), «.., (xn, V) noktalarindan gegen polinom su sekilde ifade
edilebilir;

n

p(x) = apx® + a;x! + ax? + -+ apx™ = Z agx® . (3.1.1)
k=0
h hatay: gostermek iizere,
b
h= | @ -peoFds (3.12)
a

integralini en kiiciik yapmaya ¢alisacagiz.

b n b b
h = L [y(x)] dx—ZZakL xky(x)dx+fa kz:;)(akxk) dx

k=0

h'in minimum olma sart1 igin gerekli kosul her j = 0,1,2, ..., n i¢in,

dh b S
—_—= —ZJ x1y(x)dx +Z akj x/tkdx =0,
d a k=0 a

]

dh_Odh_Odh_O dh_o
day, 'da, ‘'da, ' da,

n+1 bilinmeyen n+1 denklemden olusan lineer denklem sisteminin,

n b . b .
z akf xItkdyx = J xldx j=012,..,n
k=0 a a

¢oziilmesiyle ag, ay ..., a, katsayilar1 bulunmus olur. En kii¢iik kareler yonteminden

yararlanarak yaklasik ¢6zlim ise;
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n+1

g(x) = z Ci—1Bi—1n(x) (3.1.3)
i=1

dir.Burada C;_4, i = 1,2,...,n + 1 bilinmeyen sabitleri, B;_1 ,(x), (i = 1,2,...,n+ 1)
n. derecenden (a,b) araliginda tanimli Bernstein polinomu olur ve

(x _ a)i—l(b _ x)n—i+1
(b—a) '

n
Bi_1n(x) = (l. _ 1) i=12.,n (3.14)

seklinde tanimlanir.
Lg=f (3.1.5)

Burada integral denkleminin ¢6ziimiinii (3.1.5) seklinde diisiinelim. (3.1.3) ve (3.1.5)

denklemlerin (a,b) araliginda ;

n+1

D Capia@® = f@ (31.6)
i=1

b
91100 = Bign(0) + f K(x,£) By n(0)dt (3.17)

a
bulunur. (3.1.5) denkleminin ¢6ziimiin tamamlanmasi i¢in lineer sistemde n+1
noktadan, n+1 denklemden C;_, ,(i = 1,2,...,n+ 1) bilinmeyen sabitler bulunabilir.

En iyl ¢Ooziimii veren lineer sistem Kkiicilk kareler yontemiyle elde edilir.

n+1
Z Ci-1D;j(x) = B; ) j=12,..,n
i=1
b
D;; = f Pi-1(X) pj_1(x)dx (3.1.8)
a
b
B=[ f@eawa (3.19)
a
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Yukaridaki katsayilar1 hesaplamak i¢in ¢ok sayida integral hesaplamak gerekir. Bunun
icin, Bernstein polinomundan yararlanacagiz. (3.1.3) denklemini asagidaki gibi

diistiniirsek,

g(x) =ao+a1X+a1x2+---+anx" ,a=0veb=1
ag = Co
a1 == _nC0+nC1

nn—1)

a, = >

(cot+ ) —n(n— 1)y

nn—1)

a, = (—D)"cor (D))" Incy (—1)"2 5 Cog e + (—Dnc,—q + ¢,

ve yaklasik ¢oziimii polinom olarak ifade edersek,

n+1

900 = ) apyxi!

i=1
seklinde yazilir.
Ornek:

gx) =x+ j (x2 — ) g(t)dt
0

integral denklemini en kiiciik kareler yontemine gore ¢ozelim.
Coziim:

. A .
Qi_q =x'1 +J K(x,t)t'"tde

a

ifadesinin,

1 2 1 1 1
<p0=x°+j(x2—t2)t°dt=x2+— ,g01=x+f (x? —t)tdt = =x?> +x — —,
. 3 . 2 4
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1 4 1
@, = x? +f (x? —tH)t?dt = =x? — =
o 3 5

b
D; Zf @i—1(x) @j_1(x)dx
a

’ 49 b 49
Dy, = J. Po(x) po(x)dx = 45 Dy = f Po(x) @1 (x)dx = 90’
a a

b

49
D3 = L ©o(x) @ (x)dx = 135’

b 49 b 29
Dy, = f $1(x) po(x)dx = 90 yDyp = j @1(x) @1 (x)dx = 30
a a

b 49
D, 3 = j @1(x) @ (x)dx = 30
a

b 49 - 49
D31 = L 92(%) po(X)dx = ==, D3 = L 92(%) 1 ()dx = oo,

b 49
D33 = ja @2 (x) @ (x)dx = o728

b
B, = j ()91 (0 dx

bagintisindan:

B—fl ()d—7 B—fl ()d—ng—f1 ()d—49
1= 0x<p0x X =1 2 = Ox(plx x=g5 Ba= 0x<p2x X =35

dir.

n+1

Z Ci-1D; ;(x) = B;
i=1

linner denklemi ¢dziiliirse a;_, bilinmeyen katsayilara ulasilir ve g(x)
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n+1

909 = ) apyxi~?

i=1

g(x) = 0.47256 + 0.07189x + 0.08161x>
¢Oziimii elde edilir.

3.2 Ortalama Deger Teoremi Kullanilarak Integral Denklemin Coziimii

f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli fonksiyon olmak iizere, h fonksiyonun minimum

degeri s maksimum degeri S olsun,

h(l)=sveh(u) =S
s=h(l) <h(x)<h(u) =S, x€la, b]

a <p<bigin,xy =avex; =Dbolsun,

b
s(b—a) =L(h,p) < f h(x)dx < U(h,p) =S(b —a)
a
gerceklesir. Bu yiizden;

1 b
s=h() < mf h(x)dx < h(uw) =S ,
1 b
h(c) = mja h(x)dx, cela, b]

b
f h(x)dx = (b — a)h(c) (3.2.1)

sonucuna ulasiriz. Buradan (3.2.1) denklemi integral denklemine uygulanirsa;

b
900 = F(0) +A J K(x, DF(g(H))dt (3.2.2)

genel integral denklemi i¢in (3.2.1) denklemi uygulanirsa,

gx) = f(x) +A(b —a)K(x, C)F(g(c)) (3.2.3)

Simdi ¢ ve g(c) bilinmeyenlerini bulmamiz gerekir.
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g(c) = f(c) + A(b —a)K(c, c)F(g(c)) (3.2.4)

(3.2.2) ve (3.2.4) denklemlerinden,

b
gx)=fx)+ 7\[ K(x, )F(f(t) + A(b — a)K(t, c)F(g(c)))dt (3.2.5)

(3.2.5) de x yerini ¢ yazilirsa,

b
glc) =f(c)+ }\f K(c, ) F(f(t) + A(b — a)K(t, c)F(g(c)))dt (3.2.6)

elde edilir. (3.2.4) ve (3.2.6) denklemlerden olusan lincer denklem sistemleri ¢ozerek

(3.2.2) integral denkleminin yaklasik ¢6ziimii bulunmus olur.

Ornek:

gx) =x+ j (x2 — t)g(t)dt
0

integral denkleminin Ortalama deger teoremi yardimiyla yaklasik ¢6ziimiinii yapalim.
Coziim:

g(x) = f(x) + (b — )K(x, c)F(g(c))

integral denklemi,
g(x) = x + (x* — c?)g(c)
X yerine ¢ yazilirsa,
gl=c ,

b
gx) =f(x)+ 7\[ K(x, t)F(f(t) + A(b — a)K(t,c)F(g(c)))dt

1

9() = j [ — ) (t+ 262 — Dg(@]de
0

1

g(c) = f [(c? —t2)(t+2(t* = cH)g(c)]dt
0

90) = ~'g(@) + geag(@) +3) - 522
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2 1 6 1
c=—cs+§c3+§cz—§c—z )

94

‘T

g(x) = —0.19624x% + x + 0.00755

¢Ozlimiinii elde ederiz.

3.3 Bernstein Polinomu Kullanilarak Integral Denkleminin Yaklasik Coziimii
(Galerkin Yontemi)

3.1 de Bernstein polinomu yardimiyla yaklasik ¢6ziimii gostermistik. Bu baglik
altinda ise, Bernstein polinomunu kullanilarak matris form olusturarak, yaklasik ¢oziim

bulmaya calisacagiz.

Bernstein polinomunun [a,b] araliginda asagidaki sekilde tanimlanir.

(x—a)'(B ="

n =
Bin(x) = (1) T T i=012..,n
Galerkin yontemiylre ile yaklasik ¢6ziim yaplmasi i¢in;
n
g(x) = Z a; Bin(x) (3.3.1)
i=0

a; bilinmeyen parametrelerle olusturacagimiz matris form, integral denklemin yaklagik

¢Oziimiinii verecektir. Bunun i¢in (1.6) esitligi ve (3.3.1) esitligi kullanilarak,

n b n
Z a; Bi'n(X) + )\J K(X, t) Z a; Bi,n(t) dt = f(X)
i=0 a i=0
yazilir bu esitlik diizenlenirse,
n b
Z a; lBiln(x) +2 f K(x t) Bi,n(t)dtl = F(x) (33.2)
i=0 a

elde edilir. Galerkin denklemine gore, esitligin her iki tarafim B;,, ile ¢arpilir ve adan b

ye X degiskenine gore integral alinirsa (j=0,1,...,n)

36



n

b b b
Zai l f [a(x)Bl,n(x)H f K(x,t)Bi,n(t)dtl B,-,n(x)dxl= ] Bjn(x)f (x)dx .

i=0

Denklemde a; bilinmeyenler i¢in n + 1 nokta n + 1 lineer denklem bulunur. Béylece,

n
aiCi,j = [’} , ] = 0,1, e, n (333)
=0

l

ve

b b
Cij= L la(x)Bi'n(x) + Afa K(x,t) Bi,n(t)dtl Bin(x)dx , (3.3.4)

b
F; = j Bin()f()dx . (3.3.5)
a
a; bilinmeyen. Olusan denklem sistemini ¢ozerek, integral denkleminin yaklagik ¢6ziimii
bulunur.
Ornek:

gx)=x +f (x2 —t)g(t)dt
0

integral denkleminin Bernstein polinomu yardimiyla yaklasik ¢6ziimiinii bulalim.

Coziim: . .
Bin = () i ?[3 Eﬁa;nx) i=012,..,n

n = 2 ¢oziim igin,

By, =(1- x)z’ By, = 2(x — x?), By, = x2

b
F = ja B, n(Of()dx

1 1 1 1 1 1
F, =j (1 —x)?xdx =— ,F =J 2(x — x¥)xdx == ,F. =J xZxdx ==
° 121 ), 6% ) 4’

b b
Cij= L [a(x)Bi‘n(x) + )\L K(x,t) Bi,n(t)dtl B; , (x)dx,
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ir 1 1
Coo = fo _(1 - x)* + fo (x% —tH) (1 —t)? dt] (1—-x)%dx = B

Cio= fo :Z(x —x?) + fo (x? —t2)2(t — t?) dtl (1—x)2%dx = %,

17 1

1

Czoz.f x2+J. (x? — t?)t? dtl (1—x)%dx=—-—,
’ o | 0 45

11

[ 1
(1—-x)? +f (x2 —t2)(1 — t)? dtl 2(x — x¥)dx = 50"
L 0

. L )
2(x —x®) + f (x? —t2)2(t — t?) dtl 2(x —x¥)dx = T
I 0

1r 1

1

(1 = f x? + f (x? —t?)t? dtl 2(x — x¥)dx = —
ol 0

15’

1ir 1
4
Coy = j (1 —x)2 +f (x? — t2)(1 —t)? dt] x?dx = —,
2 o L . 45

1r 1
2
Cpp= J 2(x —x?) + f (x2 —t2)2(t — t%) dtl x*dx = —,
‘ o | 4 15

1

1

24+ | (x?2—t®)t? dtl x%dx = =
0

n
a;Cij = Fj,
=0

~

37 7 11
180 0 TN T 52 T 1y
7oLz o 11
a5 T T g2 T

17 L1
g TghTE R T p

denklem sistemi ¢oziiliirse

elde edilirve g(x) ;

g(x) =0.21428 + 0.71428x + 0.67857x?>
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3.4 Taylor Serisi Kullanilarak Integral Denkleminin Yaklasik Céziimii

b
900 = F) + A f K(x, g (6)dt

integral denklemi ele alinsin ve ,a < ¢ < b olacak sekilde,

(0]

1
gx) = Z mTAROICEIL (3.4.1)

n=0

(3.4.1) ifadesinin ¢oziimiinii arayalim.(1.18) denkleminin x'e gore n defa tiirevini
alalim,

(mg
gM @) = f™x) +2 f 6—(t) g(t)dt (3.4.2)
x yerine ¢ yazildiginda,
b (n)
g™ () = f™(c) + Af —(t) g(t)dt (3.4.3)

elde edilir. (3.4.1) denklemi (3.4.3) denkleminde yerine yazildiginda,

bamK(x,t
9™ () = fM(c) + 2 j —() g - o dt
m=0
ifadesine ulasilir. Bu esitlikte
1 Pa™K(x, 1) "

Dpm = Wja T(t —c)Mdt (3.4.5)
tanimlamasi yapilirsa,

g™ () = ™)+ Z Dnmg™ (c) (3.4.6)

m=0

ifadesine ulasilir.
A D Dumg™(@ = g™ (@) = ~fP()
m=0

Bu esitlik matris formunda yazilirsa
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DG =F

olur ve denklem sistemi ¢oziilerek;

N

1
90 = ) =g (@G — )"

n=0

elde edilir.
Ornek:

glx) =x +f (x2 —t)g(t)dt
0

integral denkleminin Taylor serisi yardimiyla yaklasik ¢oziimiinii bulalim.

Coziim:
fW=x fPR)=1 fPx)=0
b L fba(“)l((x,t) ..
T ml),  oxn (t=c)
b L fla(O)(xz_tZ)dt— 1 . fla(xz_tZ)dt— 0
o), 9x° -3 o), ox .
D ! jlam)(xz — ) tdt = — D ! fla(xz — tz)tdt =0
T, xO Sy ), ox S
1 (1@ (x2% —t?) 1 1 (1a(x2% —t?)
D = — _—_— 2 = —_—— = — —_— 2 =
2721, PO T 2!f0 ox D=0
1 jla@(xz —t ., 1 Jla@)(xz —t)
207 o), x2 o 21, x2 -
1 (1a@(x? —¢2 1
k[ gy
2!, 0x? 3

denklem sistemi olusturulursa,
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3 4 10990 [0
0 -1 0 | g®0)|=|-1
2 || g®(0) 0

75

12
©(0) = —= W) = 1 ©(0) =
OO=35  dPO®=1 OO =5

g(x) = —0.24489 + x + 0.382653 x>

elde edilir.

4.KESIN COZUM VE NUMERIK COZUMLERININ KARSILASTIRILMASI
Ornek 1:

gx) =x+ f (xt —x?)g(t)dt
0

Integral denkleminin kesin ve niimerik ¢oziimlerini bularak karsilastiralim.
Coziim:
K(x,t) =xt—x*> ,f(x)=x, a=0ve B=1
icin
I.En kii¢iik kareler yontemi ile ¢oziim;
B

Qi = x1 +j K(x, )t 1dt

a

dir.Buradan

2

1 x 1 4x  x
<p0=x°+f(xt—xz)todtz1+——x2,<p1=x+f(xt—xz)tdtz———
0 2 0 3 2

2x?

1
X
@y = x? +f (xt — x*)t?dt =2t
0

41



b
D;; Zf Pi—1(x) @j_1(x)dx
a

’ 13 b 307
Dy, = J:l Po(x) po(x)dx = 15 D1 = L Po(x) @1 (x)dx = 730

b 199

D = dx = —
1,3 LQUO(X)(Pz(x) x 720’

b 307 b 167
D21 = _fa @1(x) @o(x)dx = 720 D22 = .L P1(x) @, (x)dx = <20’

b 113
D3 = fa P1(x) @ (x)dx = M,

D —f () 9o (¥)dx = =2 ,D —f ) 0y () dx =
31~ afﬂzx PolX x—720 y U3z = a<,02x P1(x X—480.

D —f ) 9p(X)dx = o
3,3 = afpzx QX x—720

b
B = [ 7000

23

1 5 1 1 1
B, = fo x@o(x)dx = 12’ B, = L x@q(x)dx = 7o Bs = fo x@y(x)dx = e

n+1
Z Ci-1D;j(x) = B;
i=1

48 36

= O’ = -, = —
fo =Rt =73.% =73
denklemsistemi hesaplanir ve a;_; bilinmeyen katsayilara bulunur.

n+1

90 = ) aaxi,

i=1
g(x) = 0.6575342465753424x + 0.4931506849315068x2

dir.
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2.Bernstein polinomu yardimu ile ¢6ziim;

(x = 0)'( — )"
B -ay

Bin() = ()
n = 3 igin,

B0‘3 = (1 - X)3, Bl,3 == 3(1 - .X)Zx, BZ,3 == 3(1 - X)xz, B3‘3 = x3

b
F; =f B;n(x)f(x)dx,
a
1 1 1 1
Fy = f (1—=x)3xdx = —, F = f 3(1 — x)%xxdx = —
0 0

20 10 ’

1 3 L 1
F, = f 3(1 — x)x%xdx = — F; = f x3xdx ==
27, 20’ >, 5’

b b
Cij= fa la(x)Bi_n(x) +A L K(x,t) Bi,n(t)dtl B;»(x)dx,

ir 1
C =.f (1—x)3+f(xt—x2)(1—t)3dt (1—x)3dx=ﬂ
A | 0 4200’
1ir 1 h
Cio= f 3(1—x)2x+f (xt —x?)3(1 —t)?tdt (1—x)3dx=5ﬁ
A | 0 | 8400’
1ir 1 h
53
Cop = f 3(1 — x)x? +f (xt —x2)3(1 —)t*dt| (1 — x)3dx = —,
' ol 0 ] 2100
1ir 1 11
C30 = -fo _x3 + fo (xt — x? )t3 dtl (1- x)3dx = 5200
1ir 1
C =.f (1—x)3+f (xt —x?)(1—1t)3dt 3(1—9c)zxdx=ﬂ
A | 0 2800’
! ! 247
lej3g_@%+f(n—ﬂnu—a%m3u—m%m=——ﬁ
’ 0 0 2800
! ! 173
Cpq = j 3(1 — x)x2 +J (xt —x2)3(1 — O)t? dt|3(1 — x)?xdx = ——,
’ 0 0 2800
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ir 1
C31= f x3 +f (xt —x2)t3dt 3(1—9c)zxalx=5—9
| 0 2800°
ir 1
Coz = f (1—2x)3 +f (xt —x%2)(1—1t)3 dtlS(l—x)xzdx =
oL 0

£
[\S]
Il
o
-

1

i
(22 = f 3(1 —x)x® + f (xt —x2)3(1 — )t? dtl 3(1 — x)x?dx =
0L 0
| ' 93
C32 = -fo _x3 + J;) (xt — x%)t3 dtl 3(1 — x)x%dx = 1200’
G ‘jl—l 3+f1t 2Y(1 - )7 dt| x*dx =
o 0 _( % 0(x ) ) * x_4200'
ir 1 -
C :f 3(1—x)2x+-]- (xt—x2 )3(1—t)2tdt x3dx:£
o 0 _ 4200’
Cr3 = fo _3(1 —x)x +f0 (xt —x“)3(1—10t)t dt- x°dx = 2200
| ' 607
C33 = -fo _x3 +f0 (xt — x?)t3 dtl x3dx = 1200
n
a;Cij =F,
i=0
607 593 53 11 1

2200% * 8200t 2100%2 T 8200 % ~ 20’

221 247 173 59
2800 % " 2800 % T 2800%2 T 2800% ~ 10

120 13 247 93 3
2800 ° T 1754 T 2800 T 1400 T 2

2200 Y 2004 Y 12002 T 12002 =

0
163 211 349 607 1
5

denklem sistemi ¢oziimii ile,

32 52 60

aO =O,a1 =%,a2 =ﬁ,a3 =ﬁ

44

2800’

- 1
3(1 —x)%x + f (xt —x2)3(1 —t)?t dtl 3(1 — x)x%dx =
| 0

13

175’

247

2800’

j=0123



g(x) = 1.3150684931506849x — 0.4931506849315068x2
olarak bulunur.

3.Taylor serisi yardimu ile ¢oziim;

f)=x, fO) =1 fPx) =03 =0

1 Pa™K(x, 1) .
Dnm —EL T(t—C) dt
1 19O (xt — x2) _ 1 19O (xt — x2) B
Dy, = 1 fla(m(xt - xz)tzdt =0
027 21 0 0x° By
b _1f16(xt—x2)dt_1 b —1jla(Xt_x2)tdt—
7o), ox -2 ), ox -3
1 (to(xt—x%) , 1
Dy, —zfo ——thdt=5,
1 1@ (xt — x?) _ 1 1@ (xt — x?) .
Dzo—a]O Tdt——z, DZl_ﬁJO Ttdt——l,
1 (10@ (xt — x2 1
22 = —f ¥t2dt =—-=,
2!, 0x? 3
denklem sistemi olusturulursa, DG = F denklem sistemi ¢oziilerek,
N
1
96 =) g™ (@G — )"
n=0
96 72
(0) — (€Y} - ) P
gOO®=0  gVO=2, PO =-7

g(x) = 1.3150684931506849x — 0.4931506849315068x>

olarak bulunur.
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4. Ortalama deger teoremi yardimu ile ¢o6ziim;

g(x) = f(x) + A(b — A)K(x,0)F(g(0))
integral denklemi,
g(x) =x+ (xc—x*)g

X yerine ¢ yazilirsa,

glo)=c

b
gx)=fx) + ?\J. K(x, )F(f(t) + A(b — a)K(t, c)F(g(c)))dt

1

glx)=x+ f [(xt — x2)(t + (tc — t*)g(c))] dt

0
1

glc)=c+ f [(ct — c?)(t + (tc — t*)g(c)] dt

0
1

glc) =c— Ec(6czg(c) +c(6—8g(c) +3g —4)

c = 0.630811

g(x) = 1.397922517721x — 0.630811x?

Kesin ¢Ozlim;

9% 36
gx) = 3% _%xz’

Ortalama deger teoremi yardimiyla ¢6ziim,;

g(x) = 0.39792x — 0.63081x?
Bernstein polinomu yardimu ile ¢6ziim;

g(x) = 1.3150684931506849x — 0.4931506849315068x>
En kiigiik kareler yardimi ile ¢oziim;

g(x) = 0.6575342465753424x + 0.4931506849315068x>
Taylor serisi yardimi ile ¢6ziimii;

g(x) = 1.3150684931506849x — 0.4931506849315068x>

Coziimlerinin ayn1 deger araliginda karsilastirilmasi asagidaki tabloda gosterilmistir.
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X 0| 0d 02 0.3 04 04 06 07 08 09 1
0. | 0426575 | 0243285 | 0350137 | 0447123 | 0534247 | 0611507 | 0678004 | 0.736438 | 078411 | 0821916
0. | 0133484 | 0254352 | 0362604 | 0.458230 | 0541258 | 0611651 | 0660448 | 0.714610 | 0747473 | 0767111
0. | 0426575 | 0243285 | 0350137 | 0447123 | 0534247 | 0611507 | 0678004 | 0.736438 | 078411 | 0821918
0. | 0.0706849 | 0151233 | 0.241644 | 0341918 | 0452055 | 0572055 | 0.701918 | 0.841644 | 0091233 | 1.15068
0. | 0426575 | 0243085 | 0350137 | 0.447123 | 0.534247 | 0611507 | 0678004 | 0.736438 | 078411 | 0821918
Tablo 1

Ornek 2:

g(x) = cosx + f

0

sin(x — t)g(t)dt

Intagral denkleminin kesin ve niimerik ¢dziimlerini bularak karsilastiralim.

Céziim 2:

K(x,t) =sin(x — t),

1.En kiigiik kareler yontemi ile ¢oziim;

VA
Qo =x"+ f (sin(x — t))t%dt = 1 — 2Cos(x),
0

Piq =Xt +f

B

a

f(x) = cos(x),

K(x,t)t'"1dt

P =x+ Jn(sin(x —t))tdt = x — mCos(x) — 2Sin(x),
0

a=0vef=m

0, = x%+ Jn(sin(x —t))t?dt = x? — (—4 + n?)Cos(x) — 2xSin(x) .
0

T
Dy = J @o(x) po(x)dx = 3m,Di, = j
0 0

Di,j =f

a

b
®i-1(x) §0j—1(x)dx

T
4
Dz = J @o(x) P (x)dx = §7T(_3 + 7T2) )
0

D1 = j ©1(x) o(x)dx =
0

2

2
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3T
©o(x) @1 (x)dx = —

T
yDyp = J @1(x) p1(x)dx = 2m +
0
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T 37.[4-
D3 = J. @1(x) @, (x)dx = T
0

4

T 4 5 T 3
Dsq = J. @2 (x) po(x)dx = §7T(—3 + ) D3 = f @2(x) @1 (x)dx = 7
0 0

b4 77.[5
D3,3 = f (Pz(x) (pz(X)dX =8r —2m3 + W
0

b

B = [ 0

2

s Vi
s
B, = J. cos(x) po(x)dx = —m, B, = f cos(x) @;(x)dx = -2 — -
0 0

T 7'[3

B; = j cos(x)p,(x)dx = ey
0

n+1

Z Ci-1D;j(x) = B;
i=1

6(—12 + m2)(240 + %)
(24 + w2)(1440 — 24072 + 137%)’

a0=

_ 6(=5760 — 480m* + 81" + 51°)
M= (24 + 72) (1440 — 24072 + 137%)

30(—12 + 72)
1440 — 24072 + 137*

az =
lineer denklemi hesaplanirsa, a;_, bilinmeyen katsayilara ulasiriz.

n+1

900 = ) apyxi!

i=1
g(x) =0.377171 — 0.820274x + 0.189305x2
dir.

2.Bernstein polinomu yardimu ile ¢6ziim;

(x—a)'(B-—0)""

Bin(x) = (rll) i=012,..

B -
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n = 3 i¢in,

B0‘3 = (1 - X)3, Bl,3 == 3(1 - x)zx, BZ,3 == 3(1 - X)xz,B3‘3 = x3

b
;= [ BaGoredx

™ 3(—4 + m?
F, =J. (1 — x)3 cos(x) dx =(—3),
0 T
T 36 — 3m?
F, = f 3(1 — x)*cos(x)xdx = ——— ,
o T
m 3(—12 + m?
F, = f 3(1 — x)x?cos(x)dx = (—3),
0 T
& 3(—4 + 12
F; = f 3(1 — x)x2cos(x)dx = —%
0

a(x)Bin(x) + A j 7TK(X, t) Bi_n(t)dt] B;,(x)dx,
0

Vs
Cij = j
0

Coo = ]n _(1 —-x)3 + jn(sin(x -t -1)3 dtl (1 —x)3dx =
oL 0

Vs
=)

~

Cro= jn _3(1 —x)%x + Jn(sin(x —t))3(1 —t)%t dtl (1 —x)3dx
0 L 0
m  3(48-12rn% + )

14 + o

)

Cyo = fﬂ l3(1 —x)x? + fn(sin(x —t))3(1 — t)t? dtl (1 —x)3dx
0 0

_m 3(96 —24n* + %)
35 Vs ’

™, 6(24 — 1072 + %)
140 5 '

C30 = f x3 + fn(sin(x )5 dtl (1—2x)3%dx =
i 0

Co1 = j _(1 -x)3+ f (sin(x — t) )(1 —t)3 dtl 3(1 — x)2%xdx
| 0

_m 3(48-12r% +1%)
14 5 ’

Ci1= jon [3(1 — x)2x + Ln(sin(x -1))3(1 - t)2t dtl 3(1 - x)zxdx _ i_;[}
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Coq = fﬂ [3(1 —x)x% + f”(sin(x —1))3(1 — t)t? dtl 3(1 — x)%xdx
0 0

9 36(—12 +1?)
140 s ’

T 3(96 — 24m? + )

T b
C3q = fo _x3 + fo (sin(x — t) )t3 dtl 3(1 — x)%xdx = = —

Coz = fﬂ (1-x)3+ fn(sin(x -t))(1-1t)3 dtl 3(1 — x)x?dx
0 L 0
T 3(96 — 24n% + %)

35 + o ’

Cio = ]n [3(1 —x)%x + fn(sin(x —t))3(1 —t)%t dtl 3(1 — x)x%dx
0 0

97 . 36(—12 + %)
140 5 ’

— a| 2 " . 2 2 _ 377:
Cyp = -fo -3(1 —x)x“ + j; (sin(x — t))3(1 —t)t dt] 3(1 — x)x%dx = 35

m  3(48 —12n% + )

Tl Vi
_ 3 y 3 = ) 2dy = —
Csz -fo -x +f0 (sin(x —t) )t dtl 3(1 — x)x°dx v + =

x3dx

Cos = jn _(1 —x)3 + jn(sin(x —t)(1—t)3dt
(VI 0

T 6(24—10m?% + %)
140 > ’

Ci3 = jn [3(1 —x)%x + Jn(sin(x —t))3(1 —t)%t dtl x3dx
0 0

T 3(96 — 24n% + %)

+ )
35 o

Coz = jn [3(1 —x)x? + fn(sin(x —t)3(1 — t)t? dtl x3dx
0 0

_m 3(48-12r% +1%)
14 5 ’

Vs T -
C33 = f x® +f (sin(x — t))t3 dt| x3dx = =
0 0
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n

z aiCi’j = F} , ] = 0,1,2,3

i=0
denklem sistemi ¢ozlimii ile;

_ 60m%(—806400 + 24192072 — 2428871* + 788m® + 31®)
%o = 1161216000 — 42577920072 + 601344007* — 38937607° + 9792078 + 1%’

B 207m2(—2419200 + 6451207% — 567367* + 1380m® + 257%)
M= 71161216000 — 42577920072 + 601344007* — 389376076 + 979207° + 712

_ 20m%(2419200 — 64512072 + 56736m* — 18841° + 2518)
"~ 1161216000 — 42577920072 + 60134400m* — 389376076 + 9792078 + 12’

a;

_ 602 (806400 — 24192072 + 24288n* — 8441 + 318)
[ 1161216000 — 42577920072 + 601344007c* — 38937607° + 9792078 + 12

g(x) = 0.2630471333127673 + 0.6192370186522567x
—0.3865370100550649x2 + 0.04185410139411072x3

dir.

3.Taylor serisi yardimi ile ¢oziimii;

f(x) = cos(x), fP(x) =—sin(x), f@(x)=—cos(x)

Dy = lfbw(t— o)™dt
m! ), oxn
Dy — & 01 6(0)(51(;1;: —t)) dt = -2, Dy :% 01 6(0)(51;:36 —t)) tdt = —
Dy, = %Lla(O)(Sigg — 1)) 2t %(4 )
Dy, = %LIWtdt= —T,
= %fol 6(2)(51513 —t)) dt=2 D, = %fol 0@ (si;l)gc —t)) Wt =
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1 (1a@(sin(x —t))
)

== tzdt—l(—4+n2)
227 9 0x2 2 ’

denklem sistemi olusturulursa, DG = F denklem sistemi ¢oziilerek,

o 1
90 = Y =g (O — )"
n=0
21 6
©Q) = —— 2 W) = -2 @) = — 2
97O =" 9O 97O =
g(x) = 0.298057 + 0.312124x — 0.1490285x2
dir.

4. Ortalama deger teoremi yardimi ile ¢6ziimii;

g(x) = f(x) + A(b — a)K(x, ©)F(g(0)),

integral denklemi,
g(x) = cos(x) + msin(x —c) g(c)

X yerine ¢ yazilirsa,

g(c) = cos(c),

b
gx) =f(x)+ Af K(x, t)F(f(t) + A(b — a)K(t,c)F(g(c)))dt ,
g(x) = cos[x] + fﬂ[(sin(x — t))(t + (cos(t) + msin(t — c))g(c))] dt,
0
g(c) = cos[c] + fﬂ[(sin(c — t))(t + (cos(t) + msin(t — c))g(c))g(c)] dt,
0

g(c) = cos[c] + %Tr(—g(c)rt + Sin(c)) ,

¢ = 1.8789649035693923 ,
g(x) = Cos(x) — 0.9528905138210743Sin(1.87896539 + x)

52



Kesin ¢oziim;

_ 2(2cos(x) + msin[x])
B 4 + 1?

g(x)
Ortalama deger teoremi yardimai ile ¢6ziim;
g(x) = cos(x) —0.9528905138210743sin(1.87896539 + x)

Bernstin polinomu yardimi ile ¢6ziim;

g(x) = 0.2630471333126811 + 0.6192370186520357x
—0.3865370100549862x2 + 0.04185410139410817x3

En kiigiik kareler yardimui ile ¢oziim;

g(x) = 0.37717147291814945 — 0.820273705756559x
+ 0.18930504421154654 x>

Taylor serisi yardimi ile ¢oziim;

g(x) = 0.2980567356721341 + 0.3121242837135104x
—0.14902836783606704x>

Cozliimlerinin ayn1 deger araliginda karsilastirilmas: asagidaki tabloda gosterilmistir.

X 0 01 02 0.3 04 0.3 06 0.7 08 09 1
0.2684 0332186 | 0372032 | 0.4093% | 0442046 | 0470284 | 0493621 0.912423 | 0.525006 | 0.534134 | 0.537023
0.0019997 | 0120304 | 0147566 | 0173304 | 0197269 | 0219303 | 0230127 | 0286561 | 0271431 | 0263380 | 0.202014
0263047 | 0321147 | 0371768 | 0.41516 | 0451575 | 0481263 | 0.504477 | 0.521466 | 0.532482 | 0537777 | 0.537601
0.3771171 | 0297037 | 0220669 | 0.148127 | 0.0793308 | 0.0143609 | -0.0468429 | -0.104261 | -0.157602 | -0.207736 | -0.233797
0298057 | 0327779 | 035432 | 0376261 | 0399062 | 0.416862 | 0.431681 044352 | 0452376 | 043625 | 0.461153

Tablo 2.
Ornek 3:

900 = e + j (¥ g(t)de
0

Intagral denkleminin kesin ve niimerik ¢oziimlerini bularak karsilastiralim.

Cozim:

K(x,t) =e*tt f(x)=e7%, a=0 p=1
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1.En kiigiik kareler yontemi ile ¢oziim;

. B .
@i_, = x'1 +f K(x, t)t'"1dt

a

1 1
o = x° +f (e*)t%dt =1+ (—1+e)e*, p; =x +f (e**™H)tdt = e* + x,
0 0
1
@, = x* + J. (e*t))t2dt = (-2 + e)e* + x2
0
b
D;; Zf Pi—1(x) @j_1(x)dx
b 1
Dy = fa @o(x) po(x)dx = 5(5 +e(—-6+e(4+(—2+ e)e))),
b 1
Dy, = f @o(x) p1(x)dx = E(—Z +3e—e?+e%),
b 1
D3 = f @o(x) @,(x)dx = 8(20 +3e(—9+e(5+ (=3 +¢e)e))),
b 1
D, = f P1(x) po(x)dx = E(_Z +3e—e? +¢3),
b 1
D= [ 0@ o dx = (11 43¢
b 1
D,3 = f @1(x) @, (x)dx = Z(_ll +2e(3+ (—2+e)e)),
b 1
Ds, = fa @,(x) po(x)dx = 8(20 + 3e(—9 +e(5+(-3+ e)e))),
b 1
Ds, = f @,(x) @(x)dx = Z(_ll +2e(3+(—2+e)e)),

2 64

b 31 7e
Ds 5 =f ©2(x) P (x)dx = — — 6e + — — 2e3 + —
7)) 5 2 2

54



!
iy
I

1

Bzz.fe

B3:.fe

a0=

a, =

a, =

b
B = [ 0

f e *po(x)dx =e™*(1 + (—1+e)e¥),
0
@1 (x)dx = e™*(e* + x),

X, (x)dx = e *((—2 + e)e* + x?)

n+1

z Ci-1D;j(x) = B;
i=1

6(—13633 + 14730e — 9841e? + 5532e3 — 1758e* + 210e°)
e(5501 — 4050e + 2580e2 — 1350e3 4 249¢*) '

12(—8467 + 9505e — 6354e? + 3570e3 — 1155e* + 141e>)

e(5501 — 4050e + 2580e2 — 1350e3 + 249¢*4) ’

60(—1558 + 1581e — 1055e2 + 594¢3 — 183e* + 21e°)
e(5501 — 4050e + 2580e2 — 1350e3 + 249¢4)

lineer denklemi hesaplanirsa a;_; bilinmeyen katsayilara ulasiriz.

n+1

909 = ) apyxi?

=1

g(x) = 0.75298 — 1.13347x + 0.10864x>

2.Bernstein polinomu yardimu ile ¢6ziim;

(x—a)'(B—0)""
B —a)"

Bin() = ()

n = 3¢dzilim ig¢in,

Boz = (1 —x)3, Bis=3(1—x)%x, By3=3(1—-x)x?  Bz3=x3

b
F = L B, ,(Of ()dx |

1 1

6 24

Fy = j (1—x)Pe¥dx=-2+ > F, = f 3(1 — x)%?xe ™*dx =9 -
0 0
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! 33
F, = f 3(1 — x)x2%e *dx = —12 +? ,
0

1
Co,o = f
0

1
C1,0 = f
0

1
Cz,o = ]
0

1
C3,0 = j
0

1
C0,1 = ]
0

1
C1,1 = f
0

1
C2,1 = f
0

1
C3,1 = f
0

1
Co,z = f
0

1
C1,2 = ]
0

1
Cz,z = j
0

1
C3,2 = j
0

) L )
3(1 —x)%x + f (et™)3(1 —t)%tdt
| 0 |
) L )
3(1 —x)x? + f (et*)3(1 — t)t? dt
| 0 |

[ 1

1
x3 + f (ett)t3 dtl 3(1 — x)%xdx =
[ 0

[ 1
(1—x)+ f (et )1 -1t)3 dtl
L 0

—3(1 —x)%x + j (et™*)3(1 —t)%t dt_
| 0 |

—3(1 —x)x? + J (et**)3(1 — t)t? dt-
I 0 ]

[ 1
x3 + j (et*t*)t3 dtl
| 0

b b
Ci,j L [Q(X)Bi'n(X) + AL K(X, t) Bi’n(t)dtl Bj,n(x)dx,

] ) )
(1-x)3+ f (et*™*)(1 —t)3 dtl (1—x)3dx = >
| 0

i ) ]
1

3(1 —x)%x + f (e)3(1 — )t de| (1 —x)*dx = 7,
L 0 |
i ) ]
3(1—x)x* + f (et )3(1 — t)t?dt| (1 — x)3dx = 35
L 0 ]
[ 1

3 t+x\+3 3 r -
_x +j; (e™)t dtl (1 —x)°dx il

—(1 —-x)3+ fo (et*™*)(1 —1t)3 dtl 3(1 — x)%xdx = %,

3(1 — x)%xd :
—x)“xdx = —,
35

3(1 = x)xdx = —
(1 =x)xdx =75

35’

3(1 )x?%d !
—x)x“dx = —,
35

9

1—x)x%dx =
3(1 — x)x“dx 120

3
1-— 2dx = —
3(1 — x)x“dx T

3(1 )zd—1
x)x x—14,
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1
F3=f x3e¥dx=6——,
o e



1ir 1
1
Cos = f (1—x)3+ f (ett*)(1-1t)3 dtl x3dx = —,
' ol 0 140

1ir 1 .

1

o = [ (30 -2+ [ )30 - eae|war = o,
0 L 0 ]

1r 1 ]
1
Cps = f 3(1 —x)x? + f (ef*)3(1 —)t? dt|x3dx = —,
’ ol 0 ] 14

1r 1 1
C33 = .f x3 +J. (et™* )3 dtl x3dx = -,
oL 0 7

n
ZaiCi,j :F}', j:0,1,2,3
i=0
1 1 1 1
;a0+ﬁa1 +£a2 +E0a3——2+—,
W - e
1400 T35 T 0% T35 BT 7T
1,9 3 1 033
350 T 0N T35 T % T e’
LS T SO RN
14030 T35 R T %2 T3 =077

denklem sistemi ¢oziimii ile,

_ 16(—2822299 + 3136499¢ — 1161780e? + 143430e3)

%o = (262575 — 193192¢ + 35536¢2) ’
_ 4(—8600029 + 9408104e — 3429760e? + 416660e3)
0= e(262575 — 193192e + 35536e2) '
_ 4(—15912304 + 17492899¢ — 6410740e? + 783200e3)
%2 = e(262575 — 193192e + 35536e2) ’
8(—6872338 + 7630133e — 2823840e? + 348360e3)
a3 =

e(262575 — 193192e + 35536¢e?)

g(x) = 0.5443631075322628 — 1.4560665935277939x
+ 0.27051618695259094x% — 0.22946402430534363x3
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3.Taylor serisi yardimu ile ¢oziimii;

f@=e™ fOu) =-7 fO@)=e™fO0) ="

1 Pa™K(x, 1) "
Dnm —EL T(t—C) dt
1 16(0)(et+x) 1 16(0)(et+x)
Do = EJ; g0 dt=—-1+e, Doy = F.l; 9x0 tdt =1
1 16(0)(et+x) 1
= — -~ 742 — —(—
Dy, ZJO 350 tedt 2( 2+e),
= 1fla(et+x)dt— 1+ Dy = 1fla(et+x)tdt 1
0E), Tax T T uwEn), Tax
1 1a(et+X) " 1
12—5](‘) % t dt—z(—2+e),
1 16(2)(9”") 1 16(2)(6t+x)
DZO:&L Tdt=—1+e, DZl:EJ;) Ttdtzo,
1 16(2)(et+x) ; 1
Dyy=—| —— =_(=2
22 2!f0 g LAt Sg(C21e),
denklem sistemi olusturulursa, DG = F denklem sistemi ¢oziilerek;
N
1
90 =Y =g (O ="
n=0
2(=5+3e)
©0) = —— Oy =-=">-_""7 @) - -
97O =0mme 0O “av3e . 9O
W=t
gx)=e 3 o2

4. Ortalama deger teoremi yardimu ile ¢6ziim;

g(x) = f(x) +A(b — )K(x )F(g(c)),

integral denklemi,

gx) =e™* +e*g(c)

x yerine ¢ yazilirsa, g(c) = e ™ +e*°g(c) ,
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b
g(x) = f(x) + Kf K, OF(f(t) + A(b — a)K(t, 0)F(g(c)))dt ,

1

g = e + | [ + et egloglende
0

glc)=e"“+ f [(et) (et + et Cg(c)g(c))]dt ,
0

1
gx)=e“+e‘+ E(e2 —1De*g(c),

c =0.58072 ,
g(x) =e™™* —0.455678e*
dir.

Kesin ¢6ziim;

X

— p—X
gx)=e +3—e2

Ortalama deger teoremi yardimi ile ¢6ziim;
g(x) = e * —0.455678¢e*
Bernstein polinomu yardimi ile ¢6ziim,;

g(x) = 0.5443631075322628 — 1.4560665935277939x
+ 0.27051618695259094x% — 0.22946402430534363x

En kiigiik kareler yardimi ile ¢oziim;
g(x) = 0.75298 — 1.13347x + 0.10864x>
Taylor serisi yardimu ile ¢oziim;

g(x) = 0.4813656746174906 — 1.5186343253825094x
+ 0.2406828373087453x?>

3

Coziimlerinin ayn1 deger araliginda karsilastirilmas: asagidaki tabloda gosterilmistir.

X 0 0.1 02 0.3 04 0.5 06 0.7 0.8 09 1
0.344321 | 0401234 | 0262163 | 0125716 | -0.0004729 | -0.144757 | -0.261489 | -0.421039 | -0.364803 | -0.714219 | -0.870784
0.544322 | 0401235 | 0262184 | 0125717 | -0.00947165 | -0.144755 | -0.281488 | -0.421038 | -0.564801 | -0.714217 | -0.870782
0.544363 | 0401232 | 0262135 | 0125694 | -0.00946664 | -0.144724 | 0261455 | -0.421037 | -0.964845 | -0.714256 | -0.870651
0.75298 | 0640M9 | 0.530632 | 0422717 | 0.316974 0213403 | 0112008 | 0.01276846 | -0.0B42664 | -0.179143 | -0.27185
0461366 | 0.331909 | 0.187266 | 0.0474366 | -0.0875786 | -0.217781 | -0.343169 | -0.463744 | -0.579305 | -0.690452 | -0.796386

Tablo 3.
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TARTISMA VE SONUC

Bu calismada lineer degisken katsayili II. ¢esit Fredholm integral denkleminin; En
kiiciik kareler yontemi, Bernstein polinomu yontemi, Taylor yontemi ve Mean Value
yontemi kullanilarak yaklasik ¢éziimler elde edilmistir. Bulunan ¢éziimler, kesin ¢6ziim

ile karsilastirilmis ve karsilastirilma sonucunda;

En kiiciikk kareler yontemi, tanimli aralikta bir noktada kesin ¢o6ziime
yaklagsmaktadir ve nokta haricinde yontemde hata farki yiiksek olmaktadir. Bernstein
¢Oziimii, elementer fonksiyonlu ¢ekirdeklerde, kesin ¢oziimle hata farki ihmal edilecek
kadar kiiciiktiir. Diger ¢ekirdek tiirlerinde ise, niimerik yontemler arasinda en az hata ile
yaklagim sergilemektedir. Taylor ¢6ziimii elementer ve trigonometrik fonksiyonlarda,
kesin ¢oziime ¢ok yaklasmaktadir. Ancak iistel ve logaritmik fonksiyonlu ¢ekirdeklerde
kesin ¢oziimle arasindaki hata kabul edilemeyecek kadar biiyiiktiir. Mean value yontemi
ise sadece lstel fonksiyonlarda kesin ¢oziime cok yaklagmaktadir. Diger fonksiyon

tiirlerinde ise bu gézlenmemektedir.

Fredholm integral denkleminin ¢oziimiinde kullandigimiz niimerik yontemlerin
basarisi, ¢cekirdegi olusturan fonksiyon tiirlerine gore degismektedir. Bu yontemlerde tiim
fonksiyon tiirleri i¢in en iyi yaklasik ¢oziim Ve en kii¢iikk hata Bernstein yontemi ile
gerceklesirken, Taylor ¢oziimii buna aksi bir karakter gostererek tanimli aralikta sadece
belli bir noktada analitik degere yaklagsmakta ve noktadan uzaklastik¢a hata giderek

biliylimektedir.
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