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OZET

MEKANSAL FONKSIiYONEL VERI ANALIiZi: CNN TABANLI YENi BIR
DOGRUSAL OLMAYAN YAKLASIM

Mekansal bagimlilik igceren fonksiyonel verilerin dogru bir sekilde tahmin edilmesi,
miithendislik ve bilimsel uygulamalarin pek ¢ogu agisindan kritik Oneme sahiptir. Bu
caligmada, mekansal bagimliliklar1 ve fonksiyonel agiklayicilart derin 6grenme teknikleri
araciligtyla biitiinciil bigcimde birlestiren yeni bir dogrusal olmayan modelleme ¢ercevesiyle,
mekansal fonksiyonel derin sinir ag1 modeli gelistirilmistir. Onerilen model, klasik skaler-
fonksiyon regresyonunu mekansal otoregresif bir bilesen ile genisleterek, dogrusal olmayan
karmasik iligkilerin yakalanmasinda fonksiyonel derin sinir aglarindan faydalanmaktadir.
Saglam bir tahminleme elde etmek amaciyla, 6nerilen metodoloji iki asamali uyarlamali bir
yaklagim izlemektedir: ilk olarak, mekansal bagimlilik parametresi maksimum olabilirlik
yontemiyle tahmin edilmekte; ardindan, derin 6grenmeye dayali dogrusal olmayan
fonksiyonel regresyon uygulanmaktadir. Modelin etkinligi, kapsamli Monte Carlo
benzetimleri ve Brezilya COVID-19 verileri iizerinde gergeklestirilen ampirik bir uygulama
ile degerlendirilmistir. Uygulamada, giinliik ortalama 6liim sayilarinin tahmin edilmesi
hedeflenmistir. Kestirim basarimi 6l¢iitii temel alinarak yapilan karsilagtirmali analizler,
onerilen fonksiyonel derin sinir ag1 modelinin, maksimum olabilirlik temelli mekansal
fonksiyonel dogrusal regresyon modellerine kiyasla iistiin performans sergiledigini
gostermistir. Brezilya COVID-19 verisine iliskin sonuglar, tim modellerin egitim
asamasinda benzer ortalama kare hata degerleri iirettigini; ancak test asamasinda yalnizca
onerilen modelin en diislik ortalama kare tahmin hatasina ulagtigin1 ve bu dogrultuda diger

modellere kiyasla daha iistiin genelleme yetenegi sergiledigini ortaya koymustur.

Anahtar Kelimeler: Derin 6grenme, Makine 6grenmesi, Fonksiyonel temel bilesenler

analizi, Mekansal otoregresif model, Mekansal bagimlilik.



ABSTRACT

SPATIAL FUNCTIONAL DATA ANALYSIS: A NOVEL NONLINEAR
APPROACH BASED ON CNNs

Accurate prediction of spatially dependent functional data is critical for various engineering
and scientific applications. In this study, a spatial functional deep neural network model was
developed with a novel nonlinear modeling framework that seamlessly integrates spatial
dependencies and functional predictors through deep learning techniques. The proposed
model extends classical scalar-on-function regression by incorporating a spatial
autoregressive component, while leveraging functional deep neural networks to capture
complex nonlinear relationships. To ensure robust estimation, the methodology adopts a
two-stage adaptive approach: the spatial dependence parameter is first estimated via
maximum likelihood, followed by nonlinear functional regression using deep learning. The
effectiveness of the proposed model is assessed through extensive Monte Carlo simulations
and an empirical application based on Brazilian COVID-19 data, where the goal is to predict
the average daily number of deaths. Comparative analysis with maximum likelihood-based
spatial functional linear regression and functional deep neural network models demonstrates
that the proposed algorithm significantly enhances predictive performance. The results from
the Brazilian data reveal that while all models yield similar mean squared error values in the
training phase, the proposed model achieves the lowest mean squared prediction error during

testing, indicating superior generalization capability.

Keywords: Deep learning, Machine learning, Functional principal component analysis,

Spatial autoregressive model, Spatial dependence.
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1. GIRIS

Son yillarda yasanan teknolojik geligsmeler, veri setlerinin elde edilis bicimlerinde koklu
degisimlere yol agmis ve karmasik dogrusal ya da dogrusal olmayan yapilar
yakalayabilen, giderek daha gelismis analiz araglarinin ortaya ¢ikmasina neden olmustur
(Hong ve ark., 2008; Khemani ve ark., 2024). Egriler, goriintiiler, sekiller ve daha genel
anlamda sonsuz boyutlu uzaylarda yer alan nesnelerin grafiksel temsili baglaminda
fonksiyonel veriler, saglik, finans ve miithendislik gibi birgok alanda temel veri tiirii haline
gelmis ve analiz yontemlerinin gelismesini zorunlu kilmstir. (Zhang ve Lu, 2004). Bu tiir
verilerin artan yayginligi, fonksiyonel veri analizine 6zel olarak uyarlanmis ileri
istatistiksel yontemlerin gelistirilmesini zorunlu kilmistir (Storey ve Song, 2017). Bu
alan, ozellikle fonksiyonel ve skaler degiskenler arasindaki iliskileri kuran regresyon
modellerinin gelistirilmesi ve iyilestirilmesi yoniinde O6nemli ilerlemelere zemin
hazirlamistir. Fonksiyonel veri analizine yonelik kuramsal gelismelere ve gincel
yontemsel yaklasimlara kapsamli bir bakis i¢in Ramsay ve Dalzell (1991), Ramsay ve
Silverman (2006), Horvath ve Kokoszka (2012) ile Kokoszka ve Reimherr (2017)’¢ ait

caligmalar incelenmistir.

Fonksiyonel aciklayicilar ile skaler yamtlar arasindaki iliskilerin modellenmesinde
Skaler-Fonksiyon Regresyon Modeli (SOFRM), hem teorik esnekligi hem de uygulama
basarisi nedeniyle 6ne ¢ikmaktadir(bkz. Hastie ve Mallows, 1993; Ramsay ve Silverman,
2006; Morris, 2015; Reiss, Goldsmith, Shang ve Odgen, 2017). Son ddnemde, sinir
aglarinin fonksiyonel veri analizine entegre edilmesi, yontemsel yelpazeyi genisletmis;
klasik dogrusal yaklasimlarin oOtesine gecerek daha esnek ve saglam modelleme
stratejilerinin gelistirilmesine olanak tanimistir (bkz. Wang ve Cao, 2023; Thind ve ark.,
2023). Bu dogrultuda gelistirilen SoFRM, fonksiyonel ongoriiciiler ile skaler yanit
degiskenleri arasindaki iliskileri modellemek adina 6nemli katkilar sunmus olsa da, ¢ogu
modelde gozlemler arasi mekansal bagimlilik gz ardi edilmistir. Ancak, birgcok pratik
uygulamada orneklemler arasinda belirgin mekansal bagimlilik s6z konusudur. Bu
bagimlilik, bagimsizlik varsayiminin gegerliligini ortadan kaldirmakta ve klasik

modelleme yaklagimlarinin istatistiksel etkinligini ve tahmin giiciinii sinirlamaktadir.

Bu sinirliligi asmak adina gelistirilen Mekansal Skaler-Fonksiyonel Regresyon Modeli

(SSoFRM), mekansal bagimliligi dogrudan modele entegre eden ilk yaklagimlar arasinda



yer alir. Bu modelde mekansal etkilesim, yanit degiskeni {izerindeki bir gecikme terimi
aracilifiyla tanimlanan mekansal otoregresif yap1 (SAR) ile modellenir. Ancak mevcut
SSoFRM yaklasimlar1 genellikle yalnizca dogrusal iliskilere ve tek bir fonksiyonel
kovaryata dayanmaktadir. Bu durum ¢oklu agiklayici degiskenlerin (fonksiyonel ve
skaler) birlikte yer aldig1 ve dogrusal olmayan etkilesimlerin gozlemlendigi durumlarda

SSoFRM yaklasimlarinin yetersiz kalmalarina yol agmaktadir.

Bu calismada 6nerilen model olan Dogrusal Olmayan Mekansal Skaler-Fonksiyonel
Regresyon Modeli (NSSoFRM), bu eksiklikleri gidermeyi hedeflemektedir. Onerilen
yaklasim, bir yandan mekansal bagimliligi SAR yapis1 araciligiyla modele dahil ederken,
diger yandan derin 6grenme mimarileri ile dogrusal olmayan iligkileri ve ¢oklu agiklayici
degiskenlerin etkilesimlerini esnek bicimde modellemektedir. Modelin ilk adiminda,
mekansal bagimlilik parametresi p, Maksimum Olabilirlik Tahmini (ML) ile elde
edilmekte ve bu parametreye bagh olarak dogrusal tahminleyici (I, — pW)CY
dontisiimiiyle  mekansal bagimhilik  dikkate alinarak  kovaryatlar  yeniden
diizenlenmektedir. Ardindan, bu uzamsal olarak diizeltilmis kovaryatlar bir Fonksiyonel
Derin Sinir Ag1 (FDNN) yapisina girdi olarak verilmekte; bu yapt dogrusal olmayan
iligkileri 6grenmekte ve daha yiiksek dogrulukta tahminler tretmektedir. Modelin ikinci
adiminda, FDNN vyapist icerisinde yer alan fonksiyonel ve skaler agirlik parametreleri,
Adam optimizasyon algoritmasi kullanilarak belirlenmekte; katman sayisi, ndron sayisi,
ogrenme orani ve erken durdurma gibi hiperparametreler titizlikle ayarlanarak yiiksek
tahmin dogrulugu elde edilmektedir. Dogrusal olmayan etkilesimlerin, ¢oklu agiklayict
degiskenlerin ve mekansal yapmin birlikte ele alindigi bu birlesik yaklasim, klasik
SSoFRM modellerinin 6tesine gecerek daha guclu ve esnek bir tahmin cergevesi

sunmaktadir.

Calismanin kalan boliimleri su sekilde yapilandirilmistir: Bolim 2°de fonksiyonel veri
analizi ve temel matematiksel bilesenler tanitilmakta, Boliim 3°te fonksiyonel dogrusal
regresyon modelleri agiklanmaktadir. Boliim 4’te dogrusal olmayan mekansal skaler-
fonksiyonel regresyon modeli ayrintili bigimde sunulmakta; Boliim 5°te 6nerilen modelin
uygulamasi, simiilasyon ve gercek veri (Breazilya COVID-19 verisi) iizerinden detayh
bir sekilde anlatilmakta ve farkli yontemlerle karsilastirmali analizler sunulmaktadir. Son
olarak, Bolim 6’da ¢alismanin genel sonuglart ve gelecekteki arastirma yonelimleri

tartisilmaktadir.



2. FONKSIYONEL VERIi ANALIZi

Fonksiyonel veri analizi (Functional Data Analysis, FDA), geleneksel istatistiksel
yaklasimlardan farkli olarak verileri stireklilik 6zelligiyle temsil eder; bu da vektor
bi¢imindeki veriler yerine fonksiyonlar araciligiyla analiz yapilmasini saglar. Geleneksel
cok degiskenli istatistiksel yontemlerin, zaman veya uzay gibi strekli boyutlarda 6lcilen
karmagik verileri agiklamakta yetersiz kalmasi, FDA yaklagiminin gelismesine neden
olmustur. 1990’1 yillardan itibaren Ramsay ve Silverman (1997, 2005) onciiliigiinde
sistematiklesen bu alan, giliniimiizde ¢evre bilimlerinden miihendislige, sagliktan

ekonomiye kadar ¢ok sayida disiplinde yaygin sekilde uygulanmaktadir.

Fonksiyonel veri setlerinde her bir gézlem, belirli bir aralik {izerinde tanimli bir fonksiyon
olarak ele alinir. Bu gozlemler genellikle zaman, konum veya bagka bir siirekli indeks
degiskenine baglh olarak &lgiiliir. Matematiksel olarak, fonksiyonel veri X;(t) € L*(I),
tel eR,i€l,..,n seklinde ifade edilir. Burada X;(t), i’inci gbzleme karsilik gelen
fonksiyonu, I ise gozlem yapilan araligi ifade eder. Fonksiyonlar genellikle kare-
integrallenebilirlik kosulunu saglayan L?(I) Hilbert uzay igerisinde yer alir. Bu yapilar,

i¢ carpim, norm ve ortogonal baz sistemleri araciligiyla analiz edilebilir hale getirilir.

FDA ortalama, varyans ve kovaryans fonksiyonlarinin tahmin edilmesi, fonksiyonlar
arasinda benzerliklerin ve iliskilerin analiz edilmesi; zaman i¢inde ya da gruplar arasinda
meydana gelen fonksiyonel degisimlerin modellenmesi; ayrica kiimeleme, siniflandirma,
boyut indirgeme gibi ¢ikarimsal islemlerin gerceklestirilmesi gibi temel amaglara hizmet

etmektedir.

FDA’da ilk adim genellikle verilerin uygun bir baz sistemi (6rnegin Fourier serileri, B-
spline) altinda temsil edilmesidir. Bu temsil, yiiksek boyutlu fonksiyonel verileri sonlu
boyutlu katsayr vektorlerine indirgenmesini saglar. En yaygin tekniklerden biri olan
Fonksiyonel Temel Bilesenler Analizi (FPCA), varyansi en iyi sekilde agiklayan
ortogonal bilesenleri elde ederek hem yorumlanabilirligi artirir hem de hesaplama

maliyetini digiiriir.

Fonksiyonel veri analizi, ¢agdas veri biliminin en 6nemli araglarindan biri haline
gelmigtir. Stirekli 6l¢lim yapisina sahip karmagik veri bigimlerinin dogrudan analiz

edilmesine imkan taniyan bu yaklagim, 6zellikle biiyiik veri ¢aginda anlamli modelleme



ve ¢ikarim yapabilmek i¢in vazgegilmez bir yontem haline gelmistir. Bu tez ¢aligmasinda
fonksiyonel veriler, mekansal bagimlilik ve derin 6grenme yontemleriyle ele alinarak,

klasik modellerin 6tesine gecilmesi hedeflenmektedir.
2.1. Matematiksel Gosterimler

Klasik istatistiksel analizde gozlemler genellikle skaler degerlerden olusmakta ve
dogrusal yapilar iizerinde tanimlanmaktadir. FDA’da ise gozlemler, belirli noktalarda
Olciiliiyor olsalar da, siireklilik gdsteren ve sonsuz boyutlu fonksiyonel uzaylarda taniml
olarak ele alinmaktadir. Bu yaklagim, verilerin daha zengin bir yapida temsil edilmesini
saglarken, analiz siirecinde fonksiyonel analiz kuraminin ve araglarinin kullanilmasini
zorunlu kilmaktadir. Bu boliimde, fonksiyonel verilerin yasadigi uzamsal yapi ile
FDA’nin kuramsal temellerini kavramsal olarak daha iyi agiklayabilmek amaciyla temel

matematiksel gosterimlere ve ilgili tanimlamalara yer verilmistir.
2.1.1. Hilbert uzayr

Bir vektor uzayr H, bir i¢ ¢arpim (-,-) ile birlikte, i¢ ¢arpim ve asagidaki 6zellikleri
saglayan bir yapiya sahip oldugunda Hilbert uzayr olarak adlandirilir. Hilbert uzayi,
fonksiyonel veri analizinde matematiksel temel olarak kullanilan, i¢ ¢arpim tanimi ile
donatilmis tamamlanmis vektdr uzayidir. I¢ carpim, H iizerinde tanimli (-, : H x H —

Rve f,g,h € Hve a,b € R olmak lizere;
1. Pozitif Tammmhilik: (f,f) =0ve (f,f)=0 & f =0
2. Simetriklik: (f,g) = (g, f)
3. Lineerlik: : {(af + bg,h) = a(f,h) + b{g,h)
Ozelliklerini sagladigi durumda, (H, (., . )) ¢ifti i¢ carpim uzayi olarak adlandirilir.
(H, (., .)) i¢ carpim uzay1 iken biitiin f, g € H icin |(f, g)|? < (f, f){g, g) Cauchy —
Schwartz esitsizligi saglanmaktadir. Ayrica, i¢ ¢arpim ile tanimlanan norm || f || =

JAf, f) ve bu normdan tiireyen metrik ise d(f, g) = |If — gl| olarak tanimlanur. Hilbert
uzayinin ayirt edici 6zelligi tam (complete) olmasidir. Bu durumda her Cauchy dizisi bu

uzayda bir limite sahiptir. Eger {f,} € H bir Cauchy dizisi ise, her bir f € H icin
lim ||, — fl| = 0.
n —oo



2.1.2. L, normu

Fonksiyonel veri analizinde gozlemler genellikle L2 (I) uzayinda taniml1 fonksiyonlardir.
Bu uzay, belirli bir aralik {izerinde karesi integrallenebilir tim 0lgtlebilir fonksiyonlardan
olusur. Fonksiyonlarin biiylikliigiinii ve aralarindaki farki 6l¢mek i¢in kullanilan standart
norm, L normudur. Bu norm, fonksiyonun enerji icerigini temsil eder ve L? uzayi, bu
norm altinda tam bir Hilbert uzay1 olusturur. Fonksiyonel veri analizinde Ozellikle
kovaryans fonksiyonlarinin ayrigtirtlmasinda 6nemli bir yere sahip olan Mercer Teoremi,
pozitif tanimli ¢ekirdeklerin 6zdeger ve Ozfonksiyon cinsinden temsil edilmesini
saglayarak fonksiyonel verilerin analizine teorik bir zemin sunmaktadir. Buna gore,
Cy,(s,u) seklinde tanimli bir kovaryans fonksiyonu (2.1)’de oldugu sekilde ifade
edilebilir:

Co(5,1) = ) Apihpie()pic () CE)
k=1

(2.1)’de sergilenen esitlikte A, azalan sirada siralanmis 6zdegerleri, ¢, (u) ise bunlara

karsilik gelen ortonormal ozfonksiyonlari temsil etmektedir.Ayrica
) 01 Cpo (s, Wpr(W)du = Aprdpi(s) kosulu saglanmaktadir. Bu ayrisim, fonksiyonel

verilerin daha diisiik boyutlu, anlamli bilesenlerle temsil edilmesini saglar ve boyut

indirgeme yOntemlerinin teorik temelini olusturur.
2.2. Temel Acihmlar icin Genisletme Teknikleri

FDA’da, gozlemlenen fonksiyonlarin dogrudan islenmesi genellikle miimkiin
olmadigindan bu fonksiyonlarin uygun bir baz sistemi altinda sayisal olarak temsil
edilmesi gerekmektedir. Bu amagla kullanilan yontemler genisletme (expansion)
teknikleri olarak adlandirilir. Genisletme teknikleri, her bir fonksiyonun, segilen bir
ortonormal ya da lineer bagimsiz baz sistemine gore katsayilar tizerinden yaklasik olarak
ifade edilmesini saglamaktadir. BOylece sonsuz boyutlu bir problemi sonlu boyutlu bir
yaptya indirgemek miimkiin hale gelir. Bu bdlumde, fonksiyonel verilerin temsilinde
siklikla kullanilan Fourier ve B-spline genisletme teknikleri detayli bigimde ele

alinmaktadir.



2.2.1. Fourier temel agilimi

Fonksiyonel veri analizinde sik¢a basvurulan genisletme tekniklerinden biri, Fourier
temel acilimidir. Periyodik davranis sergileyen fonksiyonlarin bilesenlerine ayristirilmasi
icin siklikla Fourier serileri kullanilir. Bu temsillerde siniis ve kosiniis fonksiyonlari temel
bilesenleri olusturur. Bdylece karmasik fonksiyonel yapilar, frekans bilesenlerine

ayristirilarak daha sade bir bicimde analiz edilebilir.

Bu temsilde, baz fonksiyonlar1 {¢, (t)}:_, asagidaki sekilde tanimlanir:

1 2 |2 k-1
P (t) = \/_T;¢2r—1(t) = |T sin(rwt), ¢,,.(t) = T cos(rwt),r =1, T

Burada K, kullanilan toplam fonksiyon sayisini; w temel frekansi; ¢(t) =
[0 (1), P1 (L), ..., Por-(t)] ise bir fonksiyon vektoriidiir. Bu baz fonksiyonlari, L?([0, T])
uzaymda ortonormal olup, periyodik fonksiyonlarin temel frekans bilesenlerine
ayristirtlmasini saglar. Fourier temsili sayesinde her bir fonksiyon, bu trigonometrik baz
tizerinde bir katsay1 vektorii ile yaklasik olarak ifade edilebilir. Bu yapi, 6zellikle frekans
tabanli yorumlarin yapilmasini kolaylagtirmakta ve fonksiyonlarin kompakt bir sekilde

temsil edilmesine olanak saglamaktadir (Beyaztas ve Shang, 2020a).
2.2.2. B-Spline temel acilimi

Fonksiyonel veri analizinde, fonksiyonlarin dogrusal olmayan ve yerel Ozelliklerini
temsil etmek amaciyla siklikla bagvurulan yontemlerden biri B-spline baz ag¢ilimidir. B-
spline bazlari, belirli bir tanim araligina yerlestirilen diigiim noktalarma bagli olarak
olusturulan parca parca polinomlardan olusur. Bu yapilar1 sayesinde, siireksizlik, kirilma
veya ani degisim gibi yerel 6zellikler gosteren fonksiyonel verilerin temsilinde gucli ve

esnek bir yaklagim sunar.

Bu yontemde, bir fonksiyon w(u), sonlu sayida B-spline baz fonksiyonu i, (u)
kullanilarak yaklasik olarak w(u) = Tl‘flz;l CmWm(u) seklinde ifade edilir. Burada

{zpm(u)}ﬁ’;l spline derecesi ve diigiim yapisina bagl olarak tanimlanan B-spline baz
fonksiyonlarini, ¢,,, her bir baz fonksiyonuna karsilik gelen genisletme katsayisini, My ise

kullanilan toplam baz fonksiyonu sayisin1 gostermektedir. Bu yaklasim, fonksiyonlarin



sonlu boyutlu bir vektor uzayinda ifade edilmesini saglayarak regresyon, siiflandirma

ve boyut indirgeme gibi islemlerde hesaplama kolayligi ve yapisal esneklik sunmaktadir.
2.3. Fonksiyonel Temel Bilesen Analizi

FDA kapsaminda her bir g6zlem bir fonksiyon olarak tanimlandigz igin, bu fonksiyonlarin
dogrudan modellenmesi yerine, uygun bazlar altinda temsil edilerek boyutlarinin
indirgenmesi gerekmektedir. Bu baglamda, FPCA, varyansi en iyi sekilde aciklayan
ortonormal bilesenler aracilifiyla fonksiyonlarin Ozetlenmesini saglayan giiclii bir
yontem olarak 6ne ¢ikmaktadir. Her bir fonksiyonel agiklayic1 degisken X, (u), orneklem
ortalamasi olan u, (u) etrafinda merkezlendikten sonra, kovaryans yapisindan elde edilen

ortonormal 6zfonksiyonlar ¢, (u) cinsinden asagidaki bigimde temsil edilir:

Xp@) % )+ )" Sy ) 22)

(2.2)’de sergilenen denklemde p, (1), X, (1) 'nun ortalama fonksiyonunu; ¢, (1), p’inci
fonksiyonel agiklayiciya ait k’mnc1 ortonormal temel bileseni; &k, k’inc1 bilesene karsilik
gelen fonksiyonel temel bilesen skorunu; Kjise agiklanan toplam varyansa gore belirlenen

bilesen sayisini ifade etmektedir.

Fonksiyonel temel bilesen (FPC) skorlar1 &, = fol{Xp () — up (u)}¢pk (u)du integrali
ile elde edilir. Bu yap1 sayesinde her bir fonksiyon, sonlu sayida bilesen kullanilarak
anlamli bir sekilde temsil edilebilir. Bilesen sayisi K, genellikle agiklanan toplam

varyansin belirli bir oranini1(%95) saglayacak sekilde secilmektedir.

FPCA, fonksiyonel verilerin diisiik boyutlu ama bilgi agisindan zengin bir sekilde temsil
edilmesini saglamakta; bu temsilin, regresyon ve smiflandirma gibi sonraki analizlerde

etkili bigcimde kullanilmasina olanak tanimaktadir.



3. FONKSIYONEL DOGRUSAL REGRESYON

Fonksiyonel Dogrusal Regresyon (Functional Linear Regression, FLR), istatistiksel
modellemede bagimli ve/veya bagimsiz degiskenlerin fonksiyonel bi¢imde tanimlandig:
bir regresyon yaklasimidir. Ozellikle zaman gibi siirekli bir boyut boyunca yogun sekilde
toplanan gozlemleri iceren veri setlerinin analizinde yaygin olarak kullanilmaktadir.
FLR’nin temel amaci, bu tiir siirekli yapiya sahip verilerde degiskenler arasindaki
dogrusal iliskiyi, verinin tiim fonksiyonel yapisin1 koruyarak modellemek ve bu

dogrultuda istatistiksel olarak anlamli ¢ikarimlar elde etmektir.

FLR, klasik dogrusal regresyon modellerinin bir genellemesi olarak degerlendirilebilir.
Klasik regresyonda agiklayict ve yanit degiskenleri skaler bi¢cimindeyken, FLR’de bu
degiskenler egri ya da fonksiyonel formda temsil edilir. Bu 6zelligi sayesinde FLR,
yalnizca belirli bir zaman noktasindaki gozlemleri degil, tim zaman araligi boyunca
degiskenin dinamik yapisim1 dikkate alarak modelleme imkani sunar. BOylece daha
zengin bilgi igerigine dayali analizlerin gergeklestirilmesi ve daha isabetli kestirimlerin

yapilmast mimkun hale gelir.

FLR modelleri, agiklayici ve yanit degiskenlerinin fonksiyonel veya skaler olmasina bagl
olarak U¢ temel kategoride siniflandirilmaktadir. Bu modeller arasinda fonksiyonel
aciklayic1 degiskenler ile skaler yanit degiskenleri arasindaki iligskiyi etkin bigimde
modelleyebilen SOFRM o6ne ¢ikmakta ve istatistiksel modelleme cergevesine onemli
katkilar sunmaktadir. Bu tez kapsaminda, analizlerde temel alinan modellerden biri

SoFRM’dir.
3.1. Skaler-Fonksiyon Dogrusal Regresyon Modeli

SoFRM, bagimli degiskenin skaler , agiklayici degiskenin ise fonksiyonel oldugu
regresyon modelidir. Bu yapi, klasik dogrusal regresyon modellerinin fonksiyonel veri
analizi baglaminda 6zel bir genellemesi olarak degerlendirilmektedir. SOFRM, 6zellikle
zaman, sicaklik, hiz gibi siirekli olarak Olgiilen ve bir fonksiyon egrisi olugturan verilerin
analizinde kullanilmaktadir. Modelin daha ayrintili bi¢imde tanimlanabilmesi igin,
rastgele secilmis bir [Y;, X;(w)], i € {1,...,n} 6rneklemini ele alalim. Burada yanit
degiskeni Y € R skaler, agiklayict degisken X = {X(u)}g ey ise ikinci momenti sonlu

olan ve karmasik mekansal bagimliliklar sergileyebilen stokastik bir siirectir. Bu slrecte



gerceklesen Orneklerin, I ile gosterilen R iizerinde tanimli, siirli ve kompakt bir alt

kiimede yer alan L?(I) Hilbert uzayna ait kabul edilir.

Bu cercevede, SOFRM (3.1) denklemde belirtildigi sekilde tanimlanmaktadir:

Y=g+ j;X(u) B(wdu + € (3.2)

Burada, B, € R sabit terimi, B(u) € L2(I) regresyon katsayisi fonksiyonu, € ise
ortalamas1 sifir, varyansi o2 olan, bagimsiz ve 6zdes dagilmis (i.i.d.) normal hata

terimidir.

Literattrde yer alan dogrusal SOFRM modeli (3.1), daha esnek modelleme yaklagimlarina
imkan saglamak amaciyla, dogrusal olmayan ve parametrik olmayan modelleri de
kapsayacak sekilde genisletilmistir (bkz. James ve Silverman, 2005; Yao ve Miiller, 2010;
Miiller vd., 2013; Reiss, Goldsmith, Shang ve Ogden, 2017). Ancak bu gelismelere
ragmen, birgcok modelin temel varsayimi, drneklemdeki gézlemlerin birbirinden bagimsiz
oldugudur. Oysa enerji, finans, tarim ve saglik gibi pek ¢cok gercek diinya uygulamasinda,
veriler mekansal korelasyonlar sergileyebilmekte ve dolayisiyla bu varsayim ihlal
edilebilmektedir. Bu nedenle, daha dogru ve giivenilir istatistiksel ¢ikarimlar
yapilabilmesi i¢in, mekansal bagimliligi agik¢a dikkate alan analitik metodolojilerin

gelistirilmesi zorunlu hale gelmistir.
3.2 Mekansal Skaler - Fonksiyonel Dogrusal Regresyon Modeli

Fonksiyonel verilerdeki mekansal bagimliliklar1 yakalamak amaciyla cesitli istatistiksel
modeller gelistirilmistir. Bunlar arasinda SAR, mekansal hata modeli ve mekansal Durbin
modeli yer almaktadir (bkz. Bouka vd., 2023; Hu vd., 2021; Huang vd., 2021; Pineda-
Rios vd., 2019; Ruiz-Medina, 2011, 2012; Hu vd., 2020; Beyaztas, Mandal ve Shang,
2025). Mekansal regresyon modelleri arasinda, SAR model belirgin bir 6neme sahiptir;
clinkli bu model, komsu mekansal birimler arasindaki etkilesimleri tek bir bagimlilik
parametresi aracilifiyla yanit degiskenine dogrudan yansitarak, mekansal gecikmeyi

etkin bir bicimde modelleme imkan1 sunmaktadir.



Bu motivasyonla, bu ¢alismada bolgeler arasindaki fonksiyonel veri setlerinde
gbzlemlenen mekansal bagimliliklart modellemek amaciyla SSoFRM ele alinmistir. S6z

konusu model, (3.2)'de gosterildigi bigimde tanimlanmaktadir:
Y= Bol, +pWY+ fX(u) B(w)du + € (3.2)
I

Bu esitlik, mekansal bagimliligi agikca modele entegre etmek icin, klasik SAR yapisina
benzer sekilde doniisiim matrisi uygulanarak (3.3) gibi de ifade edilebilir:

Y=(,- PW)_lﬁoln + (I, — pW)_l _]X(u) B(u)du + (I, — pW)_l € (3.3)
I

(3.3) esitliginde I,, boyutlu nxn olan birim matris, I,, birim vektor, p € (—1,1) mekansal

otokorelasyon parametresi ve W = (w;;,),<; i’ <, mekansal agirlik matrisidir. Her wy;,

konumlar arasindaki mekansal yakinligi temsil eder. I ise genellikle [0,1] gibi birim

aralig1 temsil eden fonksiyon destegidir.

Mevcut SSOFRM modellerine dair yapilan kapsamli incelemeler sonucunda yanit ve
aciklayict degiskenler arasindaki iliskinin ¢ogunlukla dogrusal yapilarla modellemeye
dayandigi gorulmektedir (Reiss, Goldsmith, Shang ve Ogden, 2017). Ancak gercek
diinyadaki olaylar genellikle karmasik dogrusal olmayan bagimliliklar ve etkilesim
etkileri sergilediginden, klasik modeller yeterince basarili olamamaktadir (Lin vd., 2022).
Ayrica mevcut modeller genellikle yalnizca tek bir fonksiyonel agiklayiciyr igerdiginden,
birden fazla fonksiyonel ve skaler degiskenin yer aldig1 durumlarda yetersiz kalmaktadr.
Bu kisitlar1 agmak amaciyla, bir sonraki baslikta detaylar1 ile bahsedilecek NSSoFRM
Onerilerek hem dogrusal olmayan etkilesimler hem de ¢oklu degiskenler SSoFRM

yapisina entegre edilmeye ¢alisilmistir.
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4. DOGRUSAL OLMAYAN MEKANSAL SKALER-FONKSIiYONEL
REGRESYON MODELI

NSSoFRM, birden fazla fonksiyonel ve skaler agiklayicinin modele dahil edilmesine
imkan taniyarak, mekansal bagimliliklarin daha gergek¢i ve kapsamli bigcimde temsil
edilmesini saglar. Parametre tahmini i¢in, Thind vd. (2023) tarafindan 6nerilen FDNN
cergevesi genigletilmis ve fonksiyonel gozlemleri isleyebilecek sekilde uyarlanmistir.
Dogrusal olmayan genisletme, SAR yapisindaki tiim bilesenlere g(-) gibi doniisiimler
uygulayarak karmasik iligskileri modellemeye olanak saglamaktadir. Ancak bu tur bir
yaklagim, mekansal modelleme baglaminda cesitli kisithliklara ve sorunlara yol
agmaktadir. Ornegin, pWY terimine Y tahmin edilmeden 6nce dogrusal olmayan bir
dontisiim uygulandiginda, mekansal siirecin igsel bagimlilik yapis1 bozulmakta ve model
yanlis tanimlanmaktadir. Bunun nedeni, mekansal otoregresif modellerin temel olarak
(I, — pW)™! ters doniisiimiine dayanarak komsu birimler arasinda mekansal etkileri
diizgiin bir bicimde yaymasidir. g(-) islevinin bu ters doniisiimden 6nce uygulanmasi,
mekansal etkilesimleri yoneten denge yapisini degistirmekte ve bu durum p'nun tutarsiz
tahminine ve komsu gozlemlerin yanit degiskenine etkisinin yanlis modellenmesine yol

acmaktadir.

Bu zorluklarin Gstesinden gelmek igin oncelikle mekansal bagimlilik yapist izole edilip
tahmin edilmekte, ardindan dogrusal olmayan etkilesimler modele entegre edilmektedir.
Mekansal otoregresif parametre p, maksimum olabilirlik (ML) yontemiyle tahmin
edilerek p olarak belirlenmektedir. Daha sonra, dogrusal kestiriciye (I, — pW)™!
doniisimii uygulanmakta ve bu mekansal doniisiimle elde edilen yapt FDNN’ye giris
olarak verilmektedir. Boylece, mekansal olarak diizeltilmis fonksiyonel ve skaler
aciklayicilar ile yanit degiskeni arasindaki karmasik dogrusal olmayan iliskiler, FDNN
icindeki g(-) doniisiim fonksiyonu araciliiyla esnek bigimde modellenir. Sonug olarak,
onerilen metodoloji, mekansal bagimlilik yapisini korurken ayni zamanda aciklayicilarla
yanit degiskeni arasinda dogrusal olmayan etkilesimleri modelleme esnekligi

saglamaktadir.

Fonksiyonel regresyon modeli, {Y;, X;(u), Z;: d € D} seklinde tanimlandigi gibi, ayrik
mekansal konumlar kiumesi D = {d4,..,d,} € R%,q =1 Uzerinde gbzlemlenen

stokastik bir siirecten olugsmaktadir. Burada, yanit degiskeni Y; € R, aciklayici kiimesi
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fonksiyonel kovaryatlar X; = {X;4, ..., Xpg}' ve her bir Xpa € L[0,1],p € {1, ..., P}, ve

skaler aciklayict degiskenlerden olusan vektor Z; = (zld, ...,Z]d)T eER/ ile
gosterilmektedir. Notasyonu sadelestirmek amaciyla, d; konumu sadece i olarak ifade

edilir. Bu ¢alismada dikkate alinan SSOFRM (4.1) esitligindeki gibi formiile edilmistir:

1

Y= Boly + pWY + f X(uw) B(w)du+ Zr' + € 4.2)
0

(4.1), buna esdeger olarak (4.2) bicimde de ifade edilebilir.

1
Y=(,—pW)? {Boln + f X(u) B(uw)du+ ZI' + € } 4.2)
0

Esitlik (4.2)’de, B(u) = {B1(w), ..., Bp(w)}7, her biri £(0,1) fonksiyon uzaymnda taniml

olan fonksiyonel aciklayicilarin regresyon katsayr vektoridir. I' = ()/1, ...,y,)TskaIer
aciklayict degiskenlere ait regresyon katsayilarini ifade eder. pWY terimi mekansal
bagimlilig1 modellemek icin kullanilir. Burada W, bilinen mekansal agirlik matrisi olup,
p buna karsilik gelen mekansal otokorelasyon parametresidir. Hata terimi € ise rastgele
degiskenligi temsil eder ve uygun sekilde yapilandirilmis mekansal bir kovaryans

modeline gére dagilim gostermektedir.

Esitlik (4.1)’deki yapiya, dogrusal olmayan bir modele genisletilmek amaciyla bir
baglant1 fonksiyonu olan g(-) dogrudan uygulandiginda modelleme siirecinde ¢esitli
yapisal ve teorik sorunlara neden olmustur. Bu sorunun temelinde, mekansal bagimlilik
terimi olan pWY ’ye Y tahmin edilmeden Once dogrusal olmayan bir doniisiim
uygulamasinin, mekansal korelasyon yapisinit bozmasi sebep olmustur. Bu durum model
uyumsuzluguna ve yanli ¢ikarimlara sebep olmustur. Bu sorunun giderilmesi i¢in nce
mekansal otoregresif parametre p ML tahmini ile elde edilir ve p olarak adlandirilir.
Daha sonra, (I, — pW)~! déniisiimii uygulanarak mekansal bagimlilik yapis1t modele
uygun sekilde entegre edilmektedir. Bu doniisiimle elde edilen kestirici, FDNN modeline
giris olarak sunulmaktadir. FDNN i¢inde yer alan dogrusal olmayan baglant1 fonksiyonu

g () fonksiyonu, mekansal olarak diizeltilmis fonksiyonel ve skaler agiklayicilarla yanit
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degiskeni arasindaki karmasik iliskileri modellemek igin kullaniimaktadir.

Bu yap1 dogrultusunda, NSSoFRM esitlik (4.3)’teki gibi tanimlanmaktadir:

1
E[Y|X(w),Z] = g {(In —pw)? <[30 - f X(u) B(wdu + zr)}
0 (4.3)

Bu formilasyon, mekansal bagimlilik yapisini korurken, agiklayicilar ile yanit degiskeni
arasindaki dogrusal olmayan etkilesimlerin esnek bir sekilde modellenmesine olanak
tanmaktadir. Béylece model, mekansal bagimli fonksiyonel veri baglaminda hem anlamli

yorumlar yapilmasina hem de yapisal tutarliligin korunmasina imkan saglamaktadir.
4.1. Mekansal Otokorelasyon Parametresi p’nun Tahmini

Esitlik (4.1) ile verilen SSOFRM modeli dikkate alinarak, her bir fonksiyonel agiklayici
X,(w) icin  ortalama  fonksiyon  p,(u) = E[X,(w)]u € [0,1]  seklinde
tanimlanmaktadir. Buna karsilik gelen kovaryans operatorii ise esitlik (4.4)’teki gibi

ifade edilir:

Co(s,u) = Cov{Xp (s), Xy (u)}
(4.4

= [E[{Xp(s) — Uy (s)}{Xp(u) - ,up(u)}] s,u € [0,1].

Mercer Teoremi uygulanarak, kovaryans fonksiyonu C, (s, u) = Y51 Api®pi (s) Ppr (1)

seklinde tammlanmaktadir. Burada A, azalan sirada siralanmus 6zdegerler, ¢y, (u) ise

karsihlk  gelen  ortonormal  &zfonksiyonlardir  ve fol Cp (s, Wy (w)du =
ApkPpk (s) kosulunu saglamaktadir. Karhunen-Loeve Teoremi’ne gore, her bir Xp(u)

fonksiyonu X, (w) = p, (W) + X1 Eprdpr(u) sekilde ifade edilir. FPC skorlari &) =

fol{Xp(u) — (W)} (Wdu ile elde edilir.

Fonksiyonel agiklayicinin yaklagsik temsili icin ilk Kptemel bilesen kullanilir:
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$p@) % )+ )" Epepua) (45)

(4.5) esitliginde Kp segimi, agiklanan varyans kriterine baghdir. Oyle ki her bir Xp(w) igin

secilen K, temel bilesen, toplam varyansin en az %95’ini agiklayacak sekilde segilmelidir.

Her bir konum d icin FPC skorlarmin birlestirilmesiyle olusturulan vektér &; =

T
(fnd» e $1k, a0 2140 ...,EPKpd) € R seklinde tammlanir. Burada toplam boyut K =

25:1 K, seklindedir. Skaler agiklayicilar Zq ile birlestirildiginde, Z skaler agiklayicilarin
matrisi, £ FPC skorlarin1 igeren matris olmak iizere genisletilmis tasarim matrisi X, =
[1,, £ Z] seklinde tanimlanir. Bu doniisiimler sonucunda sunulan model asagidaki formda

elde edilir:

Y = Boly + pWY + X0 + € (4.6)

(4.6)’da 0, Xc ile iliskili regresyon katsay1 vektoriidiir. € ~ N(0, 6%1,,) hata terimi normal

dagilmistir.

Bu varsayimlar altinda, modelin olabilirlik fonksiyonu su sekilde yazilir:

1 -1
L(6.6,0%) = Grmozye b= pWl exp {7 (¥ = pWY = X.O)'(Y = pWY = X)) (47)
2

Buna karsilik log-olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibidir:
- 1
InL(p) = Tnln(ZTIO'Z) + In|l, — pW| — o Y — pWY — X.0)T(Y — pWY — X.6) (4.8)

Mekansal otokorelasyon parametresi p 'nun tahmini, log-olabilirlik fonksiyonunun p

acisindan en biiyiiklenmesiyle (4.9)’daki gibidir.
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1
p = arg max {lnlln — pW| — F(Y — pWY — X.0)T(Y — pWY — XCH)} 4.9
p

Bu optimizasyon islemi genellikle Newton-Raphson ya da Broyden—Fletcher—Goldfarb
Shanno (BFGS) gibi sayisal yontemlerle gergeklestirilir.

4.2. Mekansal Fonksiyonel Derin Sinir Ag1 Yapisi

Sinir aglari, her biri “néron” olarak adlandirilan hesaplama birimlerinden olusan ¢ok
katmanli baglantili yapilardir. Bu yapilar iginde yer alan ara katmanlar, genellikle gizli
katmanlar olarak adlandirilir ve giris verisini yinelemeli olarak doniistiirerek hiyerarsik
ozellik ¢ikarimina olanak tanir. Her bir noéron, bir onceki katmandan gelen ¢iktinin
agirlikli toplamina dogrusal olmayan bir aktivasyon fonksiyonu uygulayarak ¢alisir. Bu
doniistimlerin ardisik olarak birden fazla katmana uygulanmasi, modelin oldukca
karmagik fonksiyonlar1 yaklasik olarak 6grenmesini saglar. Belirli bir gézlem icin, ilk
gizli katmanm ciktist v ile gésterilir ve v = g(w®x + bM)seklinde tanimlanur.
Burada x, J boyutlu agiklayic1 degisken vektorii; w™, ny x J boyutlu agirhk matrisi; b9,
ilk gizli katman igin yanlilik terimi ve g(.), aktivasyon fonksiyonu olup girise dogrusal
olmayan bir dontisiim uygular (Tibshirani vd., 2009; Thind vd., 2023). Bu doniisiim
sonucunda elde edilen n1 boyutundaki v vektorii, bir sonraki katmana aktarilir ve ag,

bu sayede veriden hiyerarsik temsiller 6grenmektedir.

Bu ¢alismada onerilen NSSoFRM, p € {1, ..., P} icin sonsuz boyutlu fonksiyonel
aciklayicilart X, (u) igermektedir. Klasik sinir aglarmin aksine, burada agirliklar sonlu
boyutlu matrisler degil, fonksiyonel kovaryatlarin tanimli oldugu tiim aralik boyunca
stirekli bigimde tanimlanmalidir. Bu nedenle, agirlik fonksiyonlarinin da fonksiyonel
aciklayicilarin  model {izerindeki katkisinin her noktada dogru bi¢imde hesaba
katilabilmesi i¢in sonsuz boyutlu olmas1 gerekir. Bu gerekliligi karsilamak icin, Thind
vd. (2023) tarafindan 6nerilen FDNN yaklagimi benimsenmistir ve Sekil 4.1°de genel bir

fonksiyonel sinir ag1 mimarisi gosterilmektedir.
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Sekil 4.1 Onerilen Mekansal Fonksiyonel Derin Sinir Ag1 (SFDNN) mimarisinin sematik yapist

Sekil 4.1, hem fonksiyonel hem de skaler aciklayicilar1 entegre ederek mekansal
bagimlilik iceren bir skaler yanit degiskenini modellemeye yoneliktir. Fonksiyonel
kovaryatlar olan X,,(u), 6nce B-spline gibi temel fonksiyon genisletmeleri kullanilarak
sonlu boyutlu bir uzaya yansitilir ve bu yansitma sonucunda elde edilen skaler 6zetler
agin girdisi olarak kullanilir. Skaler agiklayici degiskenler z;, j € {1, ...,J} igin herhangi
bir doniisiim uygulanmaksizin dogrudan modele dahil edilir. Bu girisler, ilk gizli katmana
aktarilir. Bu katmandaki her bir noron, mekansal bagimlilig1 dikkate alan bir agirlikli
toplamin dogrusal olmayan bir doniisiimiinii hesaplar. Bu islem mekansal bagimlilig
dikkate alan (I, — pW)~! matrisinin tersiyle diizeltilerek gergeklestirilir. Elde edilen
aktivasyonlar, ¢ok katmanli gizli katmanlar boyunca ilerletilir ve bu sayede hiyerarsik
dogrusal olmayan etkilesimler 6grenilir. Agin ¢iktis1 olarak elde edilen tek boyutlu
deger Y, skaler yanit degiskeninin beklenen degeri olarak yorumlanir. Bu yapi, karmasik
mekansal ve fonksiyonel iligkilerin esnek ve giiclii bigimde modellenmesini miimkun

kilarak, klasik regresyon yaklagimlarinin 6tesine geger.

Tek bir fonksiyonel kovaryat durumu igin, £ € {1, ..., n;} néronu icin ilgili fonksiyonel

agirhik w;(u) ile gosterilir. Buna karsilik gelen noron aktivasyonu (4.10)’daki gibi
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tanimlanir;

1

vl(l) =g I(In —pw)1 {f wl(u)X(u)du} + bl(l)l (4.10)

(4.10)’da g(.) aktivasyon fonksiyonunu, W mekansal agirhk matrisini, bl(l) ise ilk

katmandaki £’inci noron i¢in yanlilik terimini ifade etmektedir.

Fonksiyonel agirliklar, baz (temel) fonksiyonlarin dogrusal kombinasyonu olarak
tanimlanir ve boylece model parametrelerinin sonlu boyutlu hale getirilmesi saglanir. Bu
amagla, her bir fonksiyonel agirlik w;(u) = ¥M_, Cim,,, (W) = ¢l (u) olarak temsil
edilir. Burada ;(u) = {;; (W), ..., Yy (w)}’ baz fonksiyon vektérini, c¢; =

(11 - » c1y)T baz katsayr vektoriinii, M baz fonksiyon sayisini ifade etmektedir.

Bu caligmada esnekligi ve hesaplama verimliligi nedeniyle B-Spline baz fonksiyonlar1
kullanilmistir (Boor, 2001). c;,,, katsayilar baslangicta agda rastgele baglatilir ve egitim
slireci boyunca optimize edilir. (4.10) esitligindeki w;(u) ifadesi yerine w;(u) =

Yi=1 Cm¥,,, W) = ¢ P (u) ifadesi yazildiginda;

M
1
vl(l) =g (In _ ﬁW)_l J Z Clmlplm(u)x(u)du + bl(l)
0 m=1 Im

(4.11)

=g Z Cim JO Yim (W)X (u)du}+ b

m=1

(In - ﬁW)_l {

(4.11)’deki integral terimi, uygun sayisal integrasyon (quadrature) yontemleri
kullanilarak yaklasik olarak hesaplanir. Her bir ndronun c¢iktist skaler bir deger

oldugundan, sonraki katmanlara standart ileri beslemeli sinir ag1 yapis1 uygulanabilir.

NSSoFRM modelinin genel durumunda, hem P adet fonksiyonel hem de J adet skaler
aciklayici degisken bulundugunda, ilk gizli katmandaki £’inci ndronun aktivasyonu (4.12)

esitligi gibi tanimlanir.

17



=g|U,—pw)? Z f wpp (WX, (Wdu + Z wl(ll)zj + bl(l) (4.12)

p=11 Im

Esitlik (4.12)’de yer alan oo( ) j'inci skaler agiklayicr z; ile iliskili agirlik, w,(u) ise

p’inci fonksiyonel agiklayici i¢in agirlik fonksiyonudur. w;,(u) = inl CrpmWPipm (W)
olacak sekilde B-Spline baz genislemesi ile tanimlanir. Bununla beraber aktivasyon

fonksiyonu (4.13) esitligindeki sekilde ifade edilir.

. [(I —pw)~ {Z f Z CipmWipm (WX, (W)du + Z (ol(ll)zj }+ b(l)

p=11"Y m=1

(4.13)

M, )
=g l(l —pwW)~ {zp: 2 Clpmf Yipm (WX, (Wdu + Z u)(l) } + b(l)

pllm=1

Bu yap1, fonksiyonel ve skaler giriglerin sinir ag1 i¢inde birlikte ve etkili bicimde
ogrenilmesini saglar. Ilk gizli katmandaki aktivasyonlar hesaplandiktan sonra, bu
aktivasyonlar sonraki katmanlara aktarilir ve nihayetinde agdan tek boyutlu bir ¢ikti
(skaler tahmin) elde edilir. Modelin bagarimini degerlendirmek i¢in gézlenen ve tahmin

edilen degerler arasindaki farki dlgen bir kayip fonksiyonu kullanilir. En yaygin tercih
. 2
edilen 6lgt, ortalama karesel hata (MSE) olup ¢(0) = XN, (Yi - Yi(Q)) seklinde

tanimlanir. @ agdaki tiim 6grenilebilir parametreleri temsil ederken, ¥;(0) i’inci gozlem
icin FDNN tarafindan {iiretilen tahmin degeridir. Bu kayip fonksiyonu, egitim siirecinde
modelin optimize edilmesi amaciyla kullanilir ve agin hem fonksiyonel hem de skaler

girdilerden anlamli temsiller 6grenmesini saglamaktadir.
4.2.1. Fonksiyonel derin sinir agi egitimi ve parametre ayari

FDNN egitimi, secilen kayip fonksiyonunu minimize etmeye yonelik gradyan tabanli bir
optimizasyon cercevesini izlemektedir. Geleneksel derin 6grenme modellerinde oldugu
gibi, gradyanlar geriye yayilim algoritmasi (Rumelhart vd., 1985) ile hesaplanir ve

parametre guncellemeleri icin Adam optimizasyon algoritmas1 (Kingma ve Ba, 2014)
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kullanilir.

Tim 6grenilebilir parametreler i¢in gradyan kiimesi 40 su sekilde ifade edilir:

O Uo7 120
pumgg 9Cipm UU dw ljr’U ab,, (4.14)

Bu gradyanlar, her bir egitim gozlemi icin ayr1 ayr1 hesaplanir ve tiim veri seti tizerinde
parametre giincellemeleri yapilmasina imkan saglamaktadir. Ancak, her adimda tiim veri
seti lizerinden giincelleme yapmak hesaplama agisindan maliyetli oldugundan, bunun
yerine mini-yigin (mini-batch) yaklasim: kullanilmaktadir. Bu yontem ile, rastgele

secilen N, sayida gozlem igeren kiigiik veri alt gruplartyla giincellemeler yapilir. Mini-

Ny, 99

=135 olarak tanimlanir ve bu gradyana

yigin i¢indeki ortalama gradyan a = NLZ
b

karsilik gelen parametre giincellemesi a < a — Z a seklinde gergeklestirilir. Burada yer
alan a glncellenmekte olan parametreyi, ¢ ise 6grenme orani olup optimizasyonda adim
biiyiikliigiinii kontrol eden bir hiperparametredir (Ruder, 2016). Bu prosedr, tim mini-
y1gmlar islenene kadar yinelemeli olarak uygulanir. Tiim veri setinin bir kez taranmasi
bir epok olarak adlandirilir. Epok sayisi, model bagarimi ve yakinsama kriterlerine bagl

olarak hiperparametre olarak belirlenmektedir.

FDNN’de ¢ok sayida hiperparametre bulundugundan, bu parametrelerin uygun sekilde
secilmesi model basarimi i¢in kritik 6neme sahiptir. Bu nedenle, hiperparametre ayar
stireci 4.2.1.1 bagliginda anlatilan Algoritma 1 ile 6zetlenmistir. Yaygin bir yaklasim, her
hiperparametre i¢in 6nceden belirlenmis olasi degerler kiimesini sistematik olarak
taramaktir. Bu amagla, k-katli capraz dogrulama (cross-validation) kullanilir (Tibshirani
vd., 2009; Thind vd., 2023). Bu yontemde, hiperparametre kombinasyonlarini igeren bir
arama 1zgarasi olusturulmaktadir. Her bir aday konfiglirasyon igin veri seti K parcaya
bolindr, model K-1 parga lizerinde egitilir, kalan parca dogrulama seti olarak kullanilir.

Tahmin performans: ise ortalama karesel tahmin hatasi (MSPE), MSPE =

2
—Zk 1Zlesb( AR Yl-) formiili ile hesaplanir. Sp b’inci dogrulama alt kiimesini,

)”\l(_ "modelin K-1 alt kiime ile egitildikten sonra gozlem i i¢in yapilan tahmini, n ise

19



toplam Ornek sayisini belirtmektedir. En diisiik MSPE degerini veren hiperparametre

kombinasyonu model icin optimal ayar olarak segilir.
4.2.1.1. Algoritma 1: Fonksiyonel sinir aglari i¢in egitim prosediri

Girdiler:

Fonksiyonel Girdiler: X, (u),p € {1,...,P} , Skaler Girdiler: z,j€{1,..,]} ,
Hiperparametreler: Ogrenme orami ¢, gizli katman sayisi, katman basina néron sayisi,
aktivasyon fonksiyonlari, agirlik kiicliltme(weight decay) katsayisi, dogrulama bdlmesi
orani, fonksiyonel agirlik icin baz fonksiyon sayisi, fonksiyonel agirliklarin tanimli
oldugu alan, egitim epok sayisi, mini-batch biyiikliigii, erken durdurma kriteri,

yakinsama esigi .
Amagc: Egitim sonrasi optimize edilmis parametreler ® elde etmek.

1. Adim: Hiperparametrelerin baglatilmasi gerekir. Bu noktada durdurma kriteri olarak
minimum kayip iyilesme esigini temsil eden 7 > 0 degeri tanimlanir. Ayrica iterasyon

sayact 77 = 0, baglangictaki hata farki 0 = 0 olarak atanir.

2. Adim: Egitim siirecinin tanimlanmasi gerekir. J, v’dan kiiciik oldugu siirece asagidaki

islemler gerceklestirilir.

e lleri Yénlii Yayilm (Forward Propagation): Ilk olarak fonksiyonel ve skaler

degiskenler olan X, (u) ve z; ilk gizli katmana dahil edilir. Fonksiyonel girdiler
igin integraller baz genisleme ile [ 01 Yim (WX, (Wdu =~ Y, formili
kullanilarak yaklagik olarak hesaplanir. E=g {(I,r1 —

A - M, — . .
pw)t { =1 Yo ClpmWipm + Z§=1 ool(jl)z-l } + bl(l)} hesabi ile néron

J m
aktivasyonlar1 hesaplanir. Hesaplanan aktivasyonlar sonraki katmanlara iletilir
ve kayip fonksiyonu ¢ (©) hesaplanir.

e Geri Yonli Yayilim (Backpropagation): Tiim ag parametreleri i¢in gradyanlar
A0 hesaplanir. Her bir parametre a € {d ig¢in a < a — {a olarak guncellenir.

e Durdurma Kriterini Degerlendirme: Eger # = 0 ise § = ¢(0) esitligi saglanir.
Aksi takdirde & = |§ — ¢(0©)| olacak ve iterasyon sayacin < n + 1 seklinde

artirilir.
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3. Adim: Optimize edilen parametreler elde edilir. Egitilmis nihai parametre kiimesi

olusturulur.
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5. SAYISAL ANALIZLER
5.1. Simiilasyon Calismalar: (Monte Carlo Deneyleri)

Onerilen SFDNN yontemin dogrulugunu degerlendirmek amaciyla bir dizi Monte Carlo
similasyonu gergeklestirilmistir. SFDNN’in performansi, iki alternatif yontem olan
klasik FDNN ve ML tabanli model kullanilarak karsilastirilmistir. ML-tabanlh
yaklagimda, fonksiyonel agiklayicilar énce FPCA ile daha diisiik boyutlu bir uzaya
yansitilmis, ardindan parametreler ML yontemi ile tahmin edilmistir. Simiilasyon
calismalarina iliskin 6rnek kodlara su GitHub baglantisindan ulasilabilir:

https://github.com/mervebasaran/Spatial FunctionDNN

Veri iiretim siireci, Beyaztag, Mandal ve Shang (2025) tarafindan sunulan ¢ergevenin
genisletilmis bir versiyonunu izlemistir. X (u) = {X; (), X, (w), X3(u)}" olmak lzere lg
fonksiyonel aciklayici simiile edilmistir. Bunlara ek olarak, Z = (zy, z,, z3) T seklinde {i¢
skaler agiklayict degisken tamimlanmistir. Her bir fonsiyonel agiklayict X,(u),p €
{1,2,3} [0,1] araliginda ve esit aralikh 101 noktada gozlemlenmekte ve X,(u) =
Y>_1Kkvj(u) seklinde iiretilmektedir. Burada k; ~ NV(0,47%%) ve v;(u) =
sin(jru) — cos(jmu) olarak tanmimlanmistir. Fonksiyonel agiklayicilara karsilik gelen
regresyon katsayr fonksiyonlart By (u) = sin(2mnu), B,(u) = cos(2mu), fz(u) =
2sin(2mu) olarak, skaler agiklayict degiskenler z;~N'(0,1),j € {1,2,3} ve regresyon
katsayilar1 I' = (1.25,—2,2.15)7 seklinde tanimlanmistir.

Mekansal bagimliligi modellemek icin, ters uzaklik agirlikli (inverse distance weighted)

mekansal agirlik matrisi W olusturulmustur, elemanlari ise 5.1°deki sekilde tanimlanir:

1

S O 5.1
Tt T 1)

w

Ana kosegen elemanlart w; = 0’dir. Uygun 6l¢eklendirme saglamak amaciyla biiytik i’ler
icin W; = an‘—wu satir normalizasyonu yapilir.

=1 -

Simiilasyon ¢aligmasinda yanit degiskeni asagidaki SSoFRM’e gore tlretilmistir:
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1
Y=({,—pW)? {Boln + f X(w) pw)ydu+ ZT + € } (5.2)

Hata dagilimi igin € ~ NV'(0,1), €~ t3 (merkez dis1 parametreye sahip t-dagilimi) ve
e~exp(1l) olmak iizere li¢ senaryo ele alinmistir. Agir kuyruklu t3 dagilimli hatalar,
zaman zaman asir1 degerlere sahip olan, Gauss olmayan bir giiriiltii yapis1 ortaya koyar.
Bu da standart dogrusal varsayimdan sapmalara yol agar ve model tahmininin
karmagikligini artirir. Benzer sekilde, iistel dagilimhi hatalar exp(1) pozitif carpiklik
gosterir; bu durum yanmit degiskeninde asimetri olusturur ve geleneksel modelleme

yaklasimlarini zorlayan dogrusal olmayan oriintiiler meydana getirir.

Mekansal bagimliligin etkisini degerlendirmek tizere p € {0.1, 0.5, 0.9} olmak Uzere ¢
farkli p degeri kullanmilmistir. Bu degerler sirasiyla zayif, orta ve giicli mekansal
bagimlilig temsil etmektedir. Farkli deneysel kosullar altinda, hem FDNN hem de onun
mekansal varyanti olan SFDNN'nin, 6zellikle dogrusal olmayan doniistimlerin bulundugu
durumlarda geleneksel makine 6grenimi tabanli yaklagima kiyasla {istiin performans
gostermesi beklenmektedir. Ayrica, onerilen SEFDNN’nin, mekansal bagimliliklarin daha
belirgin oldugu senaryolarda, 6zellikle de p degerinin orta ila yiiksek diizeylerde oldugu
durumlarda ( p = 0.5,0.9 oldugunda), daha yiiksek kestirim dogrulugu saglamasi
Ongorulmektedir.

Sekil 5.1, sigmoid baglanti doniisiimii altinda, 6zellikle mekansal bagimlilik
parametresinin p = 0.9 olarak ayarlandigi durumda, benzetimle olusturulan veri

kiimesini ve karsilik gelen regresyon katsayis1 fonksiyonlarini gorsel olarak sunmaktadir.

Sekil 5.1°de yer alan sol iist panelde skaler yanit degiskenine ait 50 adet 6rnek gozlem,
sag iist panelde fonksiyonel aciklayicilardan birine ait 6rnek goézlemler (ii¢ fonksiyonel
aciklayicinin yapilart benzer oldugundan yalnizca biri gosterilmistir), sol orta panelde
skaler agiklayicilardan birine ait 6rnek gozlemler (benzer sekilde, yalnizca {i¢ skaler
degiskenden biri sunulmustur), sag orta, sol alt ve sag alt panellerde ise gercek regresyon
katsayis1 fonksiyonlar1 gosterilmektedir. Veriler, hata terimi e~exp(1) ve mekansal

bagimlilik parametresi p = 0.9 olacak sekilde tiretilmistir.

23



Yanit degigkeni X(u) z
S e . 1 B *
N-{e 2 * o AN+ 3 R o
. e o« o 4 e % . ¢ o »
4% & @ S i ® o 3 - ~ o :‘ .. . e
* ..‘:0 0\. .. .. . o....o o L4 o‘.'.O ..\
o4 ®e e .o L1 . . e 2
_ ..oo 0'.. .‘....‘ 0'... e ° ."::.:. l'..‘... .".'n
i 4 v, - .. . . .
(\ul“ . o (\IL . c. ..
<?— U T T T s ‘T T T T T - T T T I. T T ke
0 20 40 60 80 100 00 02 04 06 08 10 0 20 40 60 80 100

indeks Go6zlem noktalar indeks

B1(u) Ba(u) Bs(u)
o
-~ 1 oA
0 [To]
S S 1
o o
= = o1
[To] [To]
&y ey 7
i 9 o

00 02 04 06 08 10
Gozlem noktalari

00 02 04 06 08 10
GOzlem noktalar

00 02 04 06 08 10
GOzlem noktalari

Sekil 5.1 Sirastyla; skaler yanit degiskenine ait 50 ornek gozlem, fonksiyonel agiklayicilardan birine ait drnek

gozlemler, skaler agiklayicilardan birine ait drnek gozlemler ve gergek regresyon katsayisi fonksiyonlart

Simiilasyon deneylerinde, model performansi farkli egitim 6rneklem biiyiikliikleri altinda
degerlendirilmistir; 6zellikle 144, € {100, 250,500} durumlar dikkate alinmigtir. Her
bir senaryo icin, genelleme performansint degerlendirmek Uzere ng.s = 1000
boyutunda bagimsiz bir test veri seti iiretilmistir. Modeller 6nce olusturulan veri setleri
tizerinde egitilmis, ardindan test Ornekleri kullanilarak kestirim dogruluklari
degerlendirilmistir. Kestirim performansini nicel olarak 6lgmek amaciyla hem egitim
hem de test veri setleri icin MSE ve R? olarak iki temel degerlendirme o&lgiitii
kullanilmistir. Ozellikle, modelin &rnekleme ici kestirim basarimi, egitim verisi
lizerindeki MSE ve R? degerleri ile; 6rnekleme dis1 basarimi ise MSPE ve test verisine ait
determinasyon katsayist RZg; ile oOlgiilmiistir. Bu degerlendirme 6lgiitleri asagidaki

sekilde hesaplanmaktadir.

Ntrain

1 ~N2
Y.-Y),
Ntrain Z ( ' l)

Zfltrain (Yl _ ?l) 2

=1

Zfltrain (Yl _ 7) 2

=1

MSE = R*?=1-
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Ntest

—\2

1 - 7'1_test Y*— Y*
MspE= N (- T, Rae=1- B0 T
Ntest =1 Zi=1 (Yl - Y)

Burada iist simge olarak kullanilan * isareti, gézlemlerin test veri setine ait oldugunu
belirtmektedir; Y ve Y* ise sirasiyla egitim ve test veri setlerindeki yanit degiskeninin
ortalama degerlerini temsil etmektedir. Genelleme performansinin gegerli bir sekilde
degerlendirilmesini saglamak amaciyla, egitim ve test drnekleri birbirinden bagimsiz ve

ortiismeyen gozlemler icerecek sekilde olusturulmustur.

Simiilasyon sonuglar1 Tablo 5.1-3’te sunulmustur. Gauss tipi hatalar altinda (bkz. Tablo
5.1), tim modeller diisiikk diizeyde mekansal bagimlilik durumlarinda (p = 0.1) gugli
kestirim performans: sergilemekte, MSPE ve R%est degerlerinde ise goreli olarak kiigiik
farklar gozlemlenmektedir. Ancak mekansal otokorelasyon arttikca (p = 0.5 ve p =
0.9), ML tabanli modelin MSPE degeri 6nemli 6lgiide artmakta; bu da modelin mekansal
bagimliliklar1 yeterince yakalayamadigini1 gostermektedir. ML’ye kiyasla daha saglam bir
yap1 sunan FDNN modeli bile, yiiksek diizeyde mekansal bagimlilik altinda belirgin bir
dogruluk kaybi yasamaktadir. Buna karsilik, onerilen SFDNN modeli, tim mekansal
bagimhilik diizeylerinde en diisik MSPE degerini koruyarak en yiksek RPZest
performansina ulasmakta ve bu durum, derin 6§renme gercevesine agik bicimde mekansal
bagimliliklarin dahil edilmesinin etkinligini ortaya koymaktadir. Ozellikle p = 0.9
durumunda, ML modelinin MSPE degeri SFDNN modelinin yaklasik U¢ kati1 olup,
karmagsik fonksiyonel veri yapilari i¢in mekansal farkindaligi olan modellemelerin

gerekliligini dogrulamaktadir.

Tablo 5.1 Hata dagiliminin e~N(0,1) oldugu 250 Monte Carlo simiilasyonu iizerinden hesaplanan MSE, MPSE ve R?
olgiitlerine gore ML, FDNN ve SFDNN modellerinin karsilastirmasi

ML FDNN SFDNN

Ntrain | P
MSE R? | MPSE | R%est | MSE R? | MPSE | R%est | MSE | R% | MPSE | R?%est

0.1 0.988 0.967 2.344 0.936 0.966 0.968 1.438 0.953 0.963 0.968 1.516 0.952

(0.200) | (0.007) | (1.181) | (0.029) | (0.177) | (0.006) | (0.134) | (0.005) | (0.164) | (0.005) | (0.209) | (0.006)

0.5 1.045 0.961 3.454 0.916 1.142 0.960 2.124 0.946 0.985 0.964 1.629 0.950

100
(0.230) | (0.010) | (3.672) | (0.102) | (0.224) | (0.007) | (0.628) | (0.007) | (0.170) | (0.007) | (0.322) | (0.008)
09 | 1193 | 0964 | 37.165 | 0928 | 5672 | 0870 | 44.441 | 0857 | 3.656 | 0919 | 13.782 | 0.884
(0.290) | (0.010) | (30.278) | (0.046) | (5.880) | (0.100) | (44.583) | (0.099) | (5.796) | (0.102) | (13.919) | (0.108)
250 01| 1098 | 0962 | 2625 | 0918 | 1081 | 0963 | 1.300 | 0955 | 1.069 | 0.964 | 1.315 | 0.955

(0.109) | (0.005) | (2.043) | (0.067) | (0.097) | (0.006) | (0.116) | (0.005) | (0.087) | (0.006) | (0.099) | (0.004)
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0.5 1.150 0.960 2.505 0.935 1.278 0.957 1.669 0.953 1.084 | 0.963 1.384 0.957

(0.211) | (0.008) | (1.694) | (0.056) | (0.177) | (0.007) | (0.348) | (0.006) | (0.151) | (0.007) | (0.180) | (0.006)

0.9 1.291 0.959 16.232 0.929 2.388 0.930 29.068 0.922 1.225 0.962 8.219 0.948

(0.145) | (0.005) | (16.227) | (0.039) | (1.159) | (0.027) | (38.912) | (0.013) | (0.112) | (0.006) | (12.748) | (0.015)

0.1 1.123 0.962 3.096 0.904 1.001 0.966 1.215 0.960 1.02 0.966 1.244 0.96

0.172) | (0.006) | (4.142) |(0.119) | (0.084) | (0.003) | (0.117) | (0.005) | (0.118) | (0.004) | (0.105) | (0.005)

500 0.5 1.214 0.959 1.875 0.947 1.173 0.961 1.497 0.956 1.040 0.966 1.185 0.962

(0.166) | (0.005) | (0.840) | (0.018) | (0.119) | (0.003) | (0.328) | (0.006) | (0.098) | (0.003) | (0.136) | (0.004)

0.9 1.244 0.960 15.892 0.949 2.023 0.937 23.73 0.919 1.109 0.965 4.108 0.957

(0.160) | (0.004) | (15.21) | (0.029) | (0.495) | (0.011) | (22.085) | (0.026) | (0.106) | (0.005) | (4.792) | (0.009)

Tablo 5.1°de hata dagiliminin e~N(0,1) oldugu 250 Monte Carlo simiilasyonu tizerinden
hesaplanan MSE, MPSE ve R? odlcitlerine gére ML, FDNN ve SFDNN modellerinin
kargilagtirmast sunulmaktadir. Parantez iginde verilen degerler standart hatalar
gostermektedir. Performans olgiitleri, ti¢ farkli egitim orneklem blyikligi nyy.qin Ve UG

farkli mekansal otokorelasyon parametresi p altinda hesaplanmastir.

Agir kuyruklu hata senaryosu altinda (bkz. Tablo 5.2), ML ve FDNN yaklasimlari,
ozellikle yliksek diizeyde mekansal bagimlilik durumlarinda belirgin bir performans
bozulmasi yasamaktadir; bu durum, MSPE degerlerindeki keskin artigla agikca
gozlemlenmektedir. Asir1 degerlere karsi hassasiyet 6zellikle ML modeli igin dikkat
cekicidir; ¢iinkii bu model, agir kuyruklu dagilimlara uyum saglayabilecek esneklige
sahip degildir. FDNN modeli ise smirli bir iyilesme sunsa da, mekansal bagimliliklar
acik bicimde modelleyemedigi i¢in hata biiylimesine karsi hala duyarlidir. Buna karsin,
6nerilen SFDNN modeli, agir kuyruklu giiriiltiiye kars1 dikkate deger bir dayaniklilik
gostermekte; Ozellikle p = 0.9 durumunda, anlamli sekilde daha diisik MSPE ve daha

yilksek R?est degerleri elde ederek iistiin kestirim performansi sergilemektedir.

Tablo 5.2 Hata dagiliminin e~ts (merkezden sapmali t-dagilimi) oldugu 250 Monte Carlo simiilasyonu iizerinden
hesaplanan MSE, MPSE ve R? 6lgiitlerine gére ML, FDNN ve SFDNN modellerinin karsilagtirmasi

Muain | P TVSE [ R MLMPSE R%est | MSE | R2 FD&ESE R? MSE RZS FDII\\I/IESE R?
test test test
0.1 3.000 0.905 4.158 0.879 3.018 0.907 4.028 0.877 3.047 0.906 4.374 0.870
(1.549) | (0.037) | (1.265) | (0.035) | (1.724) | (0.041) | (1.210) (0.036) | (1.687) | (0.039) | (1.373) | (0.041)
100 0.5 2.885 0.900 4.957 0.883 3.942 0.873 6.054 0.860 2.920 0.900 4.247 0.884
(2.120) (0.058) (1.558) (0.029) | (4.459) | (0.121) (5.025) (0.096) (2.132) | (0.058) (0.955) (0.023)
0.9 3.043 0.914 38.242 0.818 6.501 0.857 45.208 0.822 3.053 0.915 22.641 0.873
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(0.867) | (0.029) | (31.013) | (0.228) | (6.812) | (0.078) | (33.112) | (0.070) | (0.934) | (0.028) | (21.802) | (0.036)

0.1 | 2895 | 0.908 | 48109 | 0.824 | 2.800 | 0.913 | 47.524 0.840 | 2.804 | 0912 | 47.584 | 0.839
(0.789) | (0.028) | (170.35) | (0.223) | (0.727) | (0.025) | (171.1) | (0.225) | (0.713) | (0.025) | (171.24) | (0.225)

250 05| 2970 | 0905 | 5143 | 0.870 | 3.005 | 0904 | 3.561 0.903 | 2.886 | 0909 | 3.225 | 0.907
(0.519) | (0.016) | (4.321) | (0.114) | (0.447) | (0.014) | (0.740) | (0.020) | (0.451) | (0.014) | (0.629) | (0.021)

09 | 3353 | 0.902 | 32317 | 0.863 | 4598 | 0.871 | 28.062 0.862 | 3.228 | 0906 | 14.358 | 0.894
(1.027) | (0.028) | (29.493) | (0.080) | (1.540) | (0.032) | (27.298) | (0.030) | (1.018) | (0.028) | (15.238) | (0.024)

0.1 | 3013 | 0901 | 3923 | 0882 | 2968 | 0905 | 3.073 0.906 | 2.951 | 0905 | 3.045 | 0.907
(0.751) | (0.024) | (2.718) | (0.080) | (0.666) | (0.022) | (0.654) | (0.019) | (0.701) | (0.022) | (0.672) | (0.019)

500 05 | 3095 | 0903 | 4522 | 0883 | 3.105 | 0.905 | 4.116 0.882 | 2.913 | 0910 | 3.703 | 0.889
(0.605) | (0.019) | (2.133) | (0.051) | (0.636) | (0.020) | (1.653) | (0.049) | (0.635) | (0.020) | (1.641) | (0.049)

09 | 4136 | 0882 | 25779 | 0839 | 4741 | 0867 | 2411 0.878 | 4.041 | 0.887 | 11.84 | 0.911
(3.489) | (0.073) | (31.158) | (0.238) | (3.383) | (0.068) | (30.98) | (0.020) | (3.562) | (0.074) | (18.132) | (0.016)

Tablo 5.2°de hata dagiliminin e~t; (merkezden sapmali t-dagilimi) oldugu 250 Monte
Carlo simiilasyonu iizerinden hesaplanan MSE, MPSE ve R? 6lgiitlerine gére ML, FDNN
ve SFDNN modellerinin kargilagtirmasi sunulmaktadir. Parantez i¢inde verilen degerler
standart hatalar1 gostermektedir. Performans olgiitleri, ii¢ farkli egitim Orneklem
bliylkligli ngeqi, ve ¢ farkli mekansal otokorelasyon parametresi p altinda

hesaplanmustir.

Hatalar asimetrik iistel dagilima uydugunda (bkz. Tablo 5.3), modeller arasindaki
performans farki daha da belirgin hale gelmektedir. Ustel dagilimli hatalar, yamt
degiskeninde carpiklik olusturmakta ve bu durum, simetrik Gauss varsayimina dayanan
geleneksel modeller i¢in 6zellikle zorlayici olmaktadir. Beklendigi tizere, ML modeli en
kotii performans: sergilemekte; p arttikca MSPE degerinde keskin bir artis ve RZs
degerinde anlamli bir diisiis gézlenmektedir. FDNN modeli, bir miktar daha saglam olsa
da, ozellikle yiiksek diizeyde mekansal bagimlilik durumunda p = 0.9 belirgin bir
kestirim performansi diisiisii gostermektedir. Buna karsilik, SFDNN modeli, tim
mekansal korelasyon diizeylerinde en diisiik MSPE degerlerini istikrarl bir sekilde elde

ederek, asimetrik giiriiltii yapisina uyum saglama becerisini ortaya koymaktadir.

Tablo 5.3 Hata dagiliminin e~exp(1) (iistel dagilim) oldugu 250 Monte Carlo simiilasyonu tizerinden hesaplanan
MSE, MPSE ve R? §lgiitlerine gére ML, FDNN ve SFDNN modellerinin karsilastirmasi

. ML FDNN SFDNN
train P MSE R2 MPSE | R%est | MSE R? MPSE R2%est | MSE R? MPSE | RZest

100 0.1 1.002 0.964 2.500 0.928 | 1.006 | 0.964 1.350 0.957 1.010 | 0.964 1.357 0.957
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(0.241) | (0.009) | (1.939) | (0.055) | (0.162) | (0.008) | (0.236) | (0.008) | (0.182) | (0.008) | (0.215) | (0.008)

0.5 1.034 0.965 8.861 0.805 1.315 | 0.957 1.828 0.945 1.020 0.966 1.545 0.950

(0.296) | (0.009) | (1552) | (0.311) | (0.547) | (0.013) | (0.316) | (0.347) | (0.010) | (0.282) | (0.009) | (0.009)

0.9 1.161 0.961 37.082 0.886 3.499 0.896 39.827 0.871 2.414 | 0.926 15.459 0.903

(0.322) | (0.013) | (32.332) | (0.238) | (2.771) | (0.074) | (34.476) | (0.082) | (1.933) | (0.064) | (12.341) | (0.071)

0.1 1.129 0.960 4.668 0.884 | 1.024 | 0.965 1.263 0.959 1019 | 0.965 1.248 0.959

(0.266) | (0.011) | (11.165) | (0.236) | (0.194) | (0.008) | (0.198) | (0.004) | (0.209) | (0.009) | (0.198) | (0.005)

0.5 1.093 0.963 2.690 0.934 1.264 | 0.958 1.734 0.952 1.055 0.965 1.366 0.956

250
(0.238) | (0.008) | (1.421) | (0.043) | (0.264) | (0.007) | (0.435) | (0.008) | (0.181) | (0.006) | (0.248) | (0.007)
09 | 1062 | 0969 | 21107 | 0874 | 2.937 | 0918 | 19973 | 0919 | 1172 | 0966 | 5464 | 0.944
(0.160) | (0.004) | (26.802) | (0.240) | (1.144) | (0.025) | (25.639) | (0.013) | (0.212) | (0.007) | (5.032) | (0.014)
01| 1148 | 0961 | 4862 | 0883 | 1.042 | 0.967 | 1.402 0957 | 1.034 | 0966 | 1.372 | 0.957
(0.174) | (0.008) | (11.494) | (0.238) | (0.062) | (0.003) | (0.240) | (0.008) | (0.088) | (0.003) | (0.213) | (0.008)
500 |05 | 1055 | 0964 | 2542 | 0929 | 1152 | 0.962 | 1613 0954 | 1.005 | 0967 | 1.201 | 0.960

(0.163) | 0.007) | (1.663) | (0.051) | (0.157) | (0.006) | (0.496) | (0.010) | (0.177) | (0.006) | (0.247) | (0.008)

0.9 1.200 0.961 14.194 0.911 | 1.999 | 0.937 22.077 0.931 1209 | 0.961 4.291 0.946

(0.203) | (0.008) | (22.944) | (0.072) | (0.431) | (0.010) | (24.368) | (0.020) | (0.143) | (0.005) | (4.650) | (0.020)

Tablo 5.3’te hata dagilimmin e~exp(1) (istel dagilim) oldugu 250 Monte Carlo
simulasyonu tizerinden hesaplanan MSE, MPSE ve R? élcitlerine gére ML, FDNN ve
SFDNN modellerinin karsilastirmasi sunulmaktadir. Parantez i¢inde verilen degerler
standart hatalar1 gostermektedir. Performans Oolgiitleri, ii¢ farkli egitim Orneklem
biylkligi ngqi, ve i farkli mekansal otokorelasyon parametresi p altinda

hesaplanmustir.

Tim deneysel kosullar genelinde elde edilen sonuglar, SFDNN modelinin, 6zellikle
yiiksek mekansal bagimlilik ve Gauss olmayan hata durumlarinda, kestirim dogrulugu
acisindan hem ML hem de FDNN modellerine kiyasla anlaml1 derecede {istiin performans
sergiledigini ortaya koymaktadir. SFDNN'nin sagladig1 avantaj, verilerin gli¢lii mekansal
otokorelasyon gosterdigi p = 0.9 ve hatalarin agir kuyruklu ya da carpik dagildigi
senaryolarda en belirgin hale gelmektedir; bu tur durumlarda geleneksel yontemler

guvenilir kestirimler Gretememektedir.
5.2. Brezilya Covid-19 Verisi

Bulasici hastaliklarin mekansal ve zamansal dinamiklerini anlamak, etkili halk saglig

miidahaleleri acisindan son derece onemlidir. Bu boliimde, 5.570 Brezilya sehrine ait
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COVID-19 istatistiklerinden olusan biiyiik 6lgekli bir veri kiimesi analiz edilerek, cografi
yakinlik ve dogrusal olmayan iliskilerin pandemi sonuglari iizerindeki etkileri detayl
sekilde incelenmektedir. COVID19 R paketi araciligiyla temin edilen bu veri seti
(Guidotti ve Ardia, 2020), sehir bazinda giinliik 6liim sayisim1 skaler yanit degiskeni
olarak icermekte; bunun yaninda ii¢ fonksiyonel agiklayici degisken, giinliik dogrulanmis
vaka sayisi, giinliik agilanan kisi sayisi ve giinliik tam asilanan kisi sayisi, pandeminin
zaman i¢indeki evrimsel yapisini yansitmaktadir. Ayrica, COVID-19’un sehirler ve kirsal
bolgeler tizerindeki etkilerindeki farkliligi goz 6niline almak amaciyla sehir niifusu da
skaler bir agiklayict degisken olarak modele dahil edilmistir. Veri kiimesi 2021 ve 2022
yillarin1 kapsamaktadir; bu da zaman i¢indeki egilimleri analiz etmeye ve asilamanin ve

halk saglig1 dnlemlerinin uzun vadeli etkilerini degerlendirmeye olanak tanimaktadir.

Geleneksel regresyon modelleri, gogu zaman gozlemler arasinda bagimsizlik varsayimina
dayanir ve bir sehrin salgin egrisinin komsu bolgelerden ne 6lglide etkilendigini gz ardi
eder. Brezilya'da yiiksek niifus yogunlugu ve sehirler arasi seyahatin yayginligi dikkate
alindiginda, mekansal otokorelasyonun ihmal edilmesi, miidahale 6nlemlerinin, asi
kampanyalarinin ve politika kararlarinin etkinligine dair yaniltict sonuglara yol acabilir.
Mekansal bagimliligi modele dahil etmek, komsu sehirlerin benzer epidemiyolojik
egilimler gostermesi nedeniyle miidahalelerin gercek etkisini daha dogru tahmin
etmemizi saglar; ciinkii bu sehirler genellikle kaynaklari, saglik hizmetlerine erisimi ve
insan hareketliligi kaliplarini paylagmaktadir (bkz. 6rn. Beyaztas ve dig., 2024; Beyaztas,
Mandal ve Shang, 2025).

Sekil 5.2, 2021 ve 2022 yillarinda Brezilya sehirlerindeki COVID-19 olumlerinin
mekansal dagilimint gosteren koroplet haritalarin1 sunmaktadir. Haritalar, Sliimlerin
mekansal olarak kiimelendigini agik¢a ortaya koymakta; bu da 6liim oranlarinin rastgele
dagilmadigini, aksine giiclii bir mekansal bagimlilik gosterdigini ortaya koymaktadir.
Ozellikle, yiiksek 6liim sayisina sahip sehirler, genellikle diger yiiksek 6liim oranina sahip
sehirlerle cografi olarak yakin konumdadir. Bu durum, viriisiin yayilimi ve siddetinin
yerel bulas dinamikleri, saglik altyapisi ve bolgesel politika 6nlemleri tarafindan anlaml
bicimde etkilendigini gostermektedir. Bu mekansal kiumelenme, 6lim verilerinde

mekansal bagimliligin agik bigimde modellenmesinin gerekliligini vurgulamaktadir.
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Ortalama 6liim sayisi (2021) Ortalama 6liim sayisi (2022)
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Sekil 5.2 2021 (sol panel) ve 2022 (sag panel) yillar i¢in Brezilya sehirlerinde meydana gelen ortalama 6liim sayilarini

gosteren koroplet haritalart

Klasik modellerin temel sinirliliklarindan biri, agiklayici degiskenler ile yanit degiskeni
arasinda dogrusal iliski varsayimina dayaniyor olmalaridir. Ancak COVID-19 vakasinda,
hem aciklayici degiskenlerin kendi baslarina giinliik 6liim sayisi lizerindeki etkileri hem
de aralarindaki etkilesimler oldukga dogrusal olmayan yapilar sergileyebilir. Ornegin,
dogrulanmis vaka sayisi ile agilama oranlari, 6liim oranlar {izerinde basitge toplanabilir
bir etki yaratmaz. Bunun yerine, bu degiskenlerin birlesik etkisi esik davranislari,
doygunluk etkileri veya sinerjik etkiler gosterebilir. Nitekim Beyaztas, Shang ve Mandal
(2025) tarafindan yapilan ¢alismada, COVID-19 verilerinde asilama oranlar1 ile vaka

sayilar1 arasinda giiclii etkilesim etkileri gozlemlenmistir.

Bu calismada, mekansal bagimliliklar1 ve dogrusal olmayan etkilesimleri modelleme
cercevemize dahil ederek, Brezilya'daki COVID-19 kaynakli 6liimlere iligskin daha
gercekci bir kestitim mekanizmasi sunulmaktadir. Onerilen SSFDNN modeli, bu
karmagik bagimliliklar1 esnek bir sekilde modellememizi miimkiin kilmakta; standart
dogrusal modellerin tespit edemedigi yiiksek boyutlu iliskileri yakalayabilmektedir. Sekil
5.3, hem yanit hem de agiklayici degiskenlerdeki potansiyel aykiri degerleri ortaya koyan
bir gorsel sunum saglamaktadir. Bu aykir1 degerlerin analiz {izerindeki etkisini en aza
indirmek amaciyla, tiim degiskenlere dogal logaritma doniistimii uygulanmis ve bdylece

modelin dayanikliligi ve giivenilirligi artirilmagtir.

Brezilya’daki 5.570 sehri kapsayan ag i¢in 55705570 boyutunda tanimlanan mekansal

agirhk matrisi W = (w;;,) olusturulurken, bi-square agirliklandirma semasi ve
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uyarlanabilir bant genisligi se¢imi ile birlikte en yakin komsular (K-nearest neighbors)
yontemi uygulanmustir. Ik asamada, her sehrin cografi koordinatlari (enlem ve boylam)
kullanilarak, herhangi iki konum i ve i’ arasindaki ¢ift yonll blyik daire mesafeleri
{d;;;} hesaplanmistir. Ardindan, her sehir i i¢in, bu mesafeler temel alinarak en yakin h
komsu belirlenmistir. Buradaki h degeri, ¢capraz dogrulama (cross-validation) yontemi ile

optimize edilmistir.
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Sekil 5.3 Brezilya'ya ait COVID-19 verilerinin grafiksel gosterimi

Sekil 5.3’te yer alan sol Ust panelde 2021 yilina ait dogrulanmis vaka sayilari, sag iist
panelde niifus, sol orta panelde giinlik dogrulanmis vaka sayilari, sag orta panelde
asilanan kisi sayisi, en alt panelde ise tamamen asilanan kisi sayisini goriintiilenmektedir.
Farkl1 renkler farkli sehirleri temsil etmektedir. Dogrulanmis vaka sayilari, asilanan ve
tamamen asilanan kisi sayilar1 1 <t < 365 olacak sekilde zamanin bir fonksiyonu

olarak verilmistir.

Uyarlanabilir bant genisligi H;, sehir i’nin en yakin dort komsusu arasindaki en biiytlik
mesafe olarak tanimlanir ve H; = max{d;;;:i’ € N,(i)} seklinde tanimlanir. Burada

N, (i), sehir i’ye en yakin h=4 komsudan olusan kiimeyi temsil etmektedir. Her komsu
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S R 9 . . . d: i\ 2
sehir i’ i¢in tanmimlanan mekansal agirhk w;;,, eger i’ € Ny (i) ise w;;, = (1 — (#) )
i

seklinde taniml1 bir bi-kare gekirdek fonksiyonu ile hesaplanmaktadir. i’nin en yakin
komsular1 arasina girmeyen sehirlere sifir agirlik atanir. Bu sayede hem yakinlik bilgisi
hem de lokal komsuluk yapisi, mekansal modellemeye esnek ve etkili bicimde entegre

edilir.

Sehir i’nin en yakin h komsusu arasinda yer almayan sehirler i¢in agirlik w;;, = 0 olarak
atanir. Son olarak agirliklandirma semasinda tutarlilig1 saglamak amaciyla, her sehir igin

Wiir

atanan agirliklar bir olacak sekilde w;;, = islemiyle normalize edilir. Bu

Lireny @ Wiir
ifade, her bir sehir i¢cin komsularina ait mekansal agirliklarin toplaminin 1 olmasini
saglamaktadir. Bu sayede, agirlik yapisinin goreli etkisi korunarak mekansal katkilar

dengelenmis olur.

Sonraki adimda, her bir konumun g¢evresindeki benzer degerlerin anlamli mekansal
kiimelenme derecesini degerlendirmek amaciyla gelistirilen yerel Moran’s I istatistigi
(Anselin, 1995) hesaplanir. i’inci sehir i¢in yerel Moran’s [ istatistigi asagidaki sekilde

tanimlanir:

-7\ )
S Y)Ziz:lw”'(y"' -0 (5.3)

Uygulamali g¢alismalarda, yerel Moran’s I degerleri siklikla mekansal gorsellestirme
amaciyla kullanilmakta olup, giiclii ya da zayif mekansal bagimliliklarin bulundugu
bolgeleri ortaya c¢ikarmaktadir. Yuksek bir I; degeri, ilgili konumun benzer degerlere
sahip (yiiksek, diisiik ya da orta) bir kiimeye ait oldugunu gostermektedir. Buna karsilik,
diistik bir I; degeri, s6z konusu alanin g¢evresinin 6nemli olgiide farkli degerlere sahip
bolgelerle cevrili oldugunu ifade eder. Bu siniflandirma, mekansal kiimelenmeyi Yiiksek-
Yiiksek, Diisiik-Diistik, Yiiksek-Diisiik, Diisiik-Yiiksek olacak sekilde dort temel

kategoriye ayirir.
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Sekil 5.4 Brezilya’daki 5570 sehirdeki ortalama 6liim sayilarina iliskin yerel mekansal otokorelasyonu

Elde edilen yerel Moran’s I degerleri Sekil 5.4’te gosterilmektedir. Bu grafikte yer alan
regresyon dogrusunun pozitif egimi, veride genel olarak pozitif mekansal
otokorelasyonun varligina isaret etmektedir. Bu durum, 6liim sayilarinin mekansal olarak
kiimelendigini; yiiksek degerlerin diger yiiksek degerlerin yakininda, diisiik degerlerin ise
diger diisiik degerlerin yakininda ortaya ¢iktigini géstermektedir.

ML, FDNN ve onerilen SFDNN modelleri, Brezilya’ya ait 2021 yili COVID-19 veri
kiimesi tlizerinde egitilmistir. Egitilen modeller, daha sonra 2022 yilina ait skaler ve
fonksiyonel ongorticiiler kullanilarak 2024 yil1 igin ortalama 6liim sayisini1 tahmin etmek
amaciyla uygulanmstir. Bulgular, ¢ ML tabanli yontemin de egitim asamasinda benzer
MSE degerleri iirettigini gostermektedir; sirastyla ML: 0.192, FDNN: 0.184 ve SFDNN:
0.168. Ancak, kestirim dogrulugu acisindan degerlendirildiginde, onerilen SFDNN
modeli, en diisik MSPE olan 0.253 degeriyle diger yontemlere kiyasla daha iyi bir
performans gostermektedir. Buna karsilik, ML ve FDNN modelleri sirasiyla 0.708 ve
1.106 degerlerinde daha yiliksek RMSE (kok ortalama karesel hata) sergilemektedir. Bu
sonuclar, SFDNN modelinin, Brezilya COVID-19 veri kiimesindeki karmasik mekansal
ve fonksiyonel bagimliliklar etkili bir sekilde yakalayabildigini ortaya koymaktadir.

Sekil 5.5’te sunulan Taylor diyagramlari, hem egitim hem de test asamalarinda model
performansina dair ayrintili bir degerlendirme saglamaktadir. Bu diyagramlarda, SFDNN

modelinin gozlemlenen verilerle daha gii¢lii bir uyum gosterdigi, daha yiiksek korelasyon
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ve iyilestirilmis varyans temsili ile agik¢a goriilmektedir. ML ve FDNN modelleri de
mekansal bagimliliklari belli 6l¢tide yakalayabilmis olsa da, gézlemlenen degerlerle olan
korelasyonlar1 nispeten daha diisiiktiir. Bu durum, bu modellerin veri kimesindeki
karmasik mekansal-fonksiyonel etkilesimleri modelleme konusunda daha az etkili

olduklarini géstermektedir.

Taylor diyagrami (Egitim) Taylor diyagrami (Test)
o._ o ML o._ o ML
T | T |
" "
t O] Tt o]
T T
(o] ’ (o] :
c | .95 c | .95
2 ol 9 £ ol 99
S 20 S 20

Sekil 5.5 Brezilya’daki 6liim sayilarmi tahmin etme gorevinde, ML, FDNN ve SFDNN modellerinin egitim (sol) ve

test (sag) veri setleri lizerindeki performanslarini karsilagtiran Taylor diyagramlart

Sekil 5.6, SFDNN modelinin kestirim iistiinliigiinii ortaya koyan ek kanitlar sunmaktadir.
Bu sekilde yer alan gézlemlenen ve tahmin edilen degerlerin sacilim grafikleri, her {i¢
yontemin de gozlemlerle yiiksek diizeyde korelasyon gosterdigini ortaya koysa da,
SFDNN modeli, kestirim dogrulugu acisindan one ¢ikmakta ve noktalarin regresyon
dogrusu etrafinda daha siki kiimelendigini gostermektedir. Bu iyilesme, SFDNN
modelinin, hem fonksiyonel ongoriiciiler arasindaki dogrusal olmayan etkilesimleri hem
de veride dogal olarak bulunan mekansal bagimliliklar1 yakalayabilme becerisinden
kaynaklanmaktadir. Ayrica bu etkenler, standart ML ve FDNN yaklagimlar1 tarafindan
daha sinirl 6lgilide ele alinmaktadir. Elde edilen yiiksek korelasyon katsayilari (R =0.95’e
kadar ¢ikmaktadir), 6zellikle test verisi lizerinde SFDNN’nin giiclii performansini ortaya
koymakta; bu da mekansal ve fonksiyonel etkilesimlerin modellenmesinin, biiyiik dlgekli
epidemiyolojik uygulamalarda gilivenilir 6liim tahmini ic¢in kritik 6dnemde oldugunu

gostermektedir.
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Sekil 5.6 Brezilya COVID-19 veri seti i¢in gozlemlenen ve tahmin edilen 6liim sayilar1 arasindaki iliskiyi gosteren

sacilim grafikleri

Sekil 5.6’da ilk satir, modellerin 2021 yilina ait egitim veri seti izerindeki performansini,
ikinci satir ise 2022 yilina ait test sonuglarii gdstermektedir. Ug slitun sirastyla ML,
FDNN ve SFDNN modellerine karsilik gelmektedir. Her bir grafikte uyumlu bir
regresyon dogrusu yer almakta olup, Pearson korelasyon katsayis1 (R) gozlemlenen ve

tahmin edilen degerler arasindaki iliskinin giiciinii ifade etmektedir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu c¢aligmada, ylksek boyutlu verilerdeki mekansal bagimliliklar1 ve fonksiyonel
iliskileri etkili bir sekilde yakalayabilen yeni bir dogrusal olmayan modelleme yaklasimi
Onerilmistir. Mekansal otoregresif bir yapi ile derin 6grenme tabanli fonksiyonel
regresyon yaklagimini birlestiren SFDNN modeli, zamansal-mekansal alanlarda kestirim
modellemesi i¢in esnek ve saglam bir ¢6ziim sunmaktadir. Geleneksel skaler-fonksiyon
regresyon modelleri, gozlemler arasinda dogrusal ve bagimsiz iliski varsayimina
dayanirken, SFDNN modeli, karmagik dogrusal olmayan bagimliliklari ve mekansal

korelasyonlar1 dikkate alarak kestirim dogrulugunu anlamli 6l¢iide artirmaktadir.

Kapsamli Monte Carlo simiilasyonlari araciligiyla gergeklestirilen analizlerde, SFDNN
modeli, 6zellikle gucli mekansal bagimlilik igeren senaryolarda, mevcut ML ve FDNN
modellerinden daha iistiin performans sergilemistir. Elde edilen sonuglar, tiim modellerin
egitim asamasinda benzer performans gosterdigini, ancak SFDNN modelinin test
asamasinda en diisiik MSPE degerine ulastigini, dolayisiyla genelleme yeteneginin daha
yiiksek oldugunu ortaya koymustur. Brezilya COVID-19 verisi lizerinde gerceklestirilen
ampirik uygulama, bu bulgular1 daha da dogrulamis; SFDNN modelinin ortalama 6liim

sayis1 tahmininde en yiiksek kestirim dogruluguna ulastigini gostermistir.

Bu ¢alismanin katkilar1 kestirim performansinin 6tesine gegerek, mekansal-fonksiyonel
O0grenme ve bunun daha genis uygulama alanlarina dair 6nemli i¢goriiler sunmaktadir.
Onerilen model, mekansal bagimlilik yapisini bir derin sinir agma entegre ederek hem
mekansal hem de fonksiyonel etkilesimleri etkili bigimde dgrenebilmekte; bu yonuyle
zamansal-mekansal tahminleme uygulamalar1 i¢in 6zellikle degerli hale gelmektedir.
Ayrica, SFDNN modeli, klasik regresyon modellerinin temel sinirlilig1 olan dogrusal yap1
varsayimini asarak, gercek diinya olgularini yakalamada kritik 6neme sahip esnek
dogrusal olmayan doniisiimlere olanak tanimaktadir. Modelin, birden fazla fonksiyonel
ve skaler 6ngoriiciiyii veri odakli bir sekilde isleyebilme yetenegi, onu niifus sagligi, yer
bilimleri, iklim modelleme ve cevresel izleme gibi pek ¢ok alanda 6lceklenebilir ve

genellenebilir bir ara¢ haline getirmektedir.

Modelin giiclii yonlerine ragmen, gelecekte arastirilmasi gereken cesitli alanlar da
bulunmaktadir. Ornegin, mekansal olarak bagiml fonksiyonel verilerle ¢alisan derin sinir

aglarinin egitimi, geleneksel yontemlere kiyasla daha fazla hesaplama kaynagi
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gerektirmektedir. Gelecek calismalarda, verimli optimizasyon teknikleri ve GPU
hizlandirmali egitim siiregleri arastirilarak modelin 6lgeklenebilirligi  artirilabilir.
Bununla beraber bu ¢alismada mekansal agirliklarin olusturulmasinda K-en yakin komsu
yaklasimi ve bi-square ¢ekirdek fonksiyonu kullanilmistir. Gelecekteki calismalar,
uyarlanabilir mekansal ¢ekirdekler ya da veri odakli yontemler kullanarak mekansal
bagimlilik modellemesini daha da hassaslagtirabilir. Ayrica, bu g¢alisma mekansal
fonksiyonel verilere odaklanmigsken, onemli bir genisletme, zamana bagh degisen
bagimliliklarin da modele dahil edilmesi ve bdylece tam anlamiyla zamansal-mekansal
fonksiyonel bir derin 6grenme modeline ulagilmasi olabilir. Son olarak, derin 6grenme
modelleri giclu kestirim yetenekleri sunsa da gelecekte belirsizliklerin modellenmesi
acisindan Bayesyen yaklasimlarin veya tahmin araliklarinin entegrasyonu, daha giiclii

cikarimlar elde edilmesini saglayabilir.
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