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ÖNSÖZ 
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ÖZET 

ÇOK BOYUTLU KUANTUM SĠSTEMLERDE KUANTUM MONTE 

CARLO ALGORĠTMALARI KULLANARAK DOLAġIKLIĞIN 

ÖLÇÜLMESĠ    

Kuantum dolaĢıklık, kuantum bilgi teknolojileri ve kuantum bilgisayarların geliĢimi 

açısından önemli bir yer teĢkil etmektedir. DolaĢık sistemlerin, özellikle maksimum 

dolaĢık sistemlerin oluĢturulması, çok uzak uzaysal mesafelerde bulunan sistemler 

arasında iliĢkinin varlığını koruduğu yaklaĢımıyla kuantum iletiĢim için çarpıcı bir 

noktada durmaktadır. Bu tez çalıĢmasında tek boyutlu kuantum spin-1/2 zincirinde 

dipol-dipol etkileĢmesinin varlığında Heisenberg modeli için lokalize dolaĢıklık 

hesaplanmıĢtır; ki lokalize dolaĢıklık, sistemde maksimum kuantum dolaĢıklığın 

ölçüsünü  belirler. Tek boyutlu kuantum spin-1/2 zinciri Suzuki-Trotter dekompozisyon 

metodu ile 2 boyutlu klasik kare spin-1/2 örgüsüne dönüĢtürülür. Markov Zinciri Monte 

Carlo (MZMC) simülasyon metodu ile Metropolis ve Loop Algoritmaları kullanılarak 

bölüĢüm fonksiyonu, iki-spin korelasyonları ve Sα ortalama değerler hesaplanmıĢtır. 

Buna ek olarak lokalize dolaĢıklığın ölçüsü, dolaĢıklığın alt ve üst sınırları belirlenerek 

incelenmiĢtir. Dipol-dipol etkileĢiminin dolaĢıklığa etkisi, izotropik ferromanyetik, anti-

ferromanyetik XXX ve karıĢık XXZ sistemler için incelenmiĢtir. Tüm modellerde 

dipole-dipol etkileĢim sabiti D‘ye ve harici alan Bz‘ye bağlı olarak alt sınır ve üst sınırın 

davranıĢı değiĢmektedir. Dipol-dipol etkileĢmesinin varlığı ile, dolaĢıklığın alt sınırının 

aldığı değerlerin uzaklığa bağlı değiĢiminde, D‘nin değiĢiminin etkili olduğu sonucu 

elde edilmiĢtir. Lokalize dolaĢıklığa dipol-dipol etkileĢmesinin varlığı (D), harici alan 

Bz altında ve değiĢ-tokuĢ etkileĢmesinin dahil edildiği spin-1/2 kuantum zinicirini temsil 

eden Heisenberg Hamiltoniye‘nin T sıcaklığına ve n komĢu spin sayısına bağlı olarak 

dolaĢıklığın alt ve üst sınırlarını etkilediği anlaĢılmıĢtır. DolaĢıklığın alt sınırında tek-

çift benzeri etki ve uyanıĢ fenomeni gözlenmiĢtir.  

Anahtar kelimeler: Monte Carlo simülasyonu, Dipol-dipol etkileĢmesi, Lokalize 

dolaĢıklık, Heisenberg hamilltoniyeni 

Kasım, 2017        Ġzzet Paruğ DURU 
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ABSTRACT 

MEASURMENT OF LOCALIZABLE ENTANGLEMENT IN MANY 

BODY QUANTUM SYSTEMS BY MONTE CARLO ALGORITHMS 

Formation of entanglement especially generating maximum amount of entangled pairs 

(systems) which have been separated over a wide distance, occupy an important place 

for quantum communication by the assumption of preserving initial presence of 

correlation between them. In this study, localizable entangelement is calculated for 

dipole-dipole interaction added Heisenberg model spin-1/2 quantum chain. Localizable 

entanglement is defined as the maximum amount of entanglement in the system. 

Quantum spin-1/2 chain is mapped to classical square lattice as a checkerboard 

representation by Suzuki-Trotter decomposition method. Quantum Monte Carlo, based 

on Markov Chain Monte Carlo, Worldline Monte Carlo and Loop Algorithm, is used to 

evaluate partition function, expected values of Sα , α denotes x,y and z, and two-spin 

correlation to calculate the bounds of entanglement. Effect of dipole-dipole interaction 

to the bounds of entanglement is investigated in both isotropic ferromagnetic, anti-

ferromagnetic and mixed Heisenberg systems. Behavior of lower and upper bounds 

depends on the increasing or decreasing value of D and uniform external field Bz for 

investigated models. However, existence of dipolar interaction plays a crucial role on 

lower bound as having an entanglement length that does not vanish by the increasing 

distance for certain temperatures although disordering effect of high temperature could 

not be prevented. In conlusion dipolar interaction can be used as a resource for quantum 

information, teleportation and quantum computation by tuning D. It is found that 

dipolar interaction effects the bounds of entanglement according to the increasing 

distance (n). Revival phenomena and odd-even like effect is observed in the sense of 

lower bound of entanglement. 

Keywords: Monte Carlo method, Dipol-dipol interaction, Localizable entagnlement, 

Heisenberg hamiltonian 

 

November, 2017              Ġzzet Paruğ DURU 
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YENĠLĠK BEYANI 

Bu çalıĢmada, dipol-dipol hamiltoniyeni eklenmiĢ Heisenberg spin-1/2 sisteminde 

lokalize dolaĢıklık, dolaĢıklığın sınırları üzerinden belirlenmiĢtir. Hem analitik hem de 

numerik çözümler elde edilen sonuçlar ve sonuçların yorumlanması olmak üzere 

bilimsel özgünlüğe sahiptir.  
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SEMBOLLER 

ρ : Yoğunluk Matrisi 

m : Trotter Sayısı 

Z : BölüĢüm Fonksiyonu 
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KISALTMALAR 

KMC  :  Kuantum Monte Carlo 

MCMC :  Markov Zinciri Monte Carlo (Markov Chain Monte Carlo) 

LOCC  : Lokal ĠĢlemler ve Klasik ĠletiĢim (Local Operations and Classical 

Communications) 

MZMC : Markov Zinciri Monte Carlo 

ST  : Suzuki-Trotter Dekompozisyonu 

EPR  : Einstein-Podolski-Rosen 

CH74  : Clauser-Horne, 1974 

CSCH  : Clauser-Horne-Shimony-Holt 

GHZ  : Greenberger-Horne-Zeilinger
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1. GĠRĠġ ve AMAÇ 

1.1. Kuantum Mekaniğinin Temel Ön Kabulleri 

Kuantum mekaniğinin temel ön kabullerini doğru algılayabilmek için önce bilimin bu 

yöndeki tarihsel geliĢimine bir göz atmak faydalı olacaktır. Öncelikle ıĢık dalgasına 

iliĢkin Robert Hooke, Christiaan Huygens ve Leonhard Euler‘in deneysel gözlemlere 

dayanarak önerdikleri bir ıĢık teorisi mevcuttur. Bunu 1803 yılında Thomas Young‘ın 

ıĢık ve renklerin doğasını anlamak amaçlı gerçekleĢtirdiği ünlü çift yarık deneyinin 

yayınlandığı makale takip edecektir. Bu deney ıĢığın dalga teorisinin genel kabul 

görmesinde büyük rol oynamıĢtır.  

1838'de Michael Faraday katot ıĢınlarını keĢfetti. 1859 yılında Gustav Kirchhoff' un 

kara cisim radyasyonu problemini, Ludwig Boltzmann'ın 1877‘deki bir fiziksel sistemin 

enerji durumlarının ayrık olabileceğini önermesi ile Max Planck'ın 1900‘da kuantum 

hipotezi izlemiĢtir (Planck Max, 1900). Planck'ın, enerjinin "quanta" (veya enerji 

paketleri) Ģeklinde yayıldığı ve soğrulduğu hipotezi, gözlemlenen kara-cisim 

radyasyonu modeliyle tam olarak uyuĢmaktadır (Mehra, J., Rechenberg, 1982). 

1896'da Wilhelm Wien, kara-cisim radyasyonu için ampirik olarak bir dağılım yasası 

belirlemiĢtir (Wien'in yasası) (helge krack, 2002). Ludwig Boltzmann ise Wien‘den 

bağımsız olarak Maxwell denklemlerinden hareketle aynı sonuca vardı. Fakat bu sonuç 

sadece yüksek frekanslarda geçerliydi. Planck, Boltzmann‘ın istatistik yaklaĢımı 

kullanarak modeli tüm frekanslara uygun hale getirdi ve kuantum mekaniğinin 

geliĢmesinde öneme haiz Planck kuralı olarak bilinen yasayı önerdi. 1900-1910 

civarında, atom teorisi ve ıĢığın parçacık teorisi bilimsel olarak kabul görmeye baĢladı.  

1913'te Peter Debye, Niels Bohr'un atomik yapı teorisini geniĢleterek eliptik 

yörüngelerden bahsetti (Arunan, 2010). Bu evre eski kuantum teorisi olarak bilinen 

fiziğe ev sahipliği yapmıĢtır. Planck kuantum hipotezini matematiksel bir ―kurnazlık‖ 

ile doğru cevaplar bulmak için ele almıĢtır. Albert Einstein ise Planck‘ın bu fikrini 

fotoelektrik olayı açıklamak için kullanmıĢtır. (Madde üzerine düĢen ıĢık elektron 

koparır) Fizik alanında Nobel ödülünü aldığı bu çalıĢma ile ıĢık gibi elektromanyetik 

dalgaların da frekansa bağlı olarak enerjinin kuantumu gibi parçacık (daha sonra foton 

olarak adlandırılacak) olarak tanımlanabileceğini gösterecekti. 1925 yazında Bohr ve 
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Heisenberg eski kuantum teorisi devrini kapatan sonuçlarını yayınladılar. IĢık 

kuantalarına artık foton denilmekteydi (1926). Böylece, kuantum fiziği, tüm 

‗savunmasızlığı‘ ile vücut bulmuĢ ve 1927'de BeĢinci Solvey Konferansı'nda daha geniĢ 

bir kabul görmüĢtür. Atomaltı parçacıkların ve elektromanyetik dalgaların sadece 

parçacık veya sadece dalga olmadığı her iki durumunda bazı özelliklerini taĢıdığı 

keĢfedildi. Dalga-parçacık ikiliği kavramı olarak adlandırılan bu bilgiyi 1930 larda 

kuantum mekaniğinin formalizmi çabaları izledi. David Hilbert, Paul Dirac ve John von 

Neumann (Van Hove, 1958) ölçüm, gerçeklik üstüne bilgimizin istatistiksel doğası ve 

gözlemci hakkındaki felsefi spekülasyonlar üzerinde büyük bir özenle durarak kuantum 

mekaniğini formalizmi ve bütünlüğünü sağlama açısından önemli çalıĢmalar yapmıĢtır. 

Bununla birlikte fizikte ve kimyada birçok alanın altını matematiksel bir iskelet ile 

dolduran kuantum mekaniği yarıiletken fiziği, yoğun madde fiziği, çok parçacıklı 

sistemler gibi konularda önemli bir noktada bulunmaktadır. Kuantum mekaniğinin 

postülaları altı ana baĢlıkta toplanarak incelenebilir. 

1-) Kuantum mekaniksel bir sistemin hali, parçacığın (parçacıkların) koordinatlarına ve 

zamana bağlı bir ψ(r, t) fonksiyonu ile temsil edilir. Bu fonksiyona, dalga fonksiyonu 

veya hal fonksiyonu denir. t anında r lokasyonunda 𝑑𝜏 hacim elemanında parçacığın 

bulunma olasılığı ψ*(r, t)ψ(r, t) 𝑑𝜏 ile ifade edilir. Dalga fonksiyonu, tek değerli, sürekli 

ve sonlu olmalıdır. Normalizasyon koĢulu ise Denklem 1.1‘de verildiği gibidir. 

  ψ∗ 𝐫, t  ψ 𝐫, t 𝑑𝜏 = 1
+∞

−∞
     (1.1) 

2-) Kuantum mekaniğinde her ölçülebilir büyüklük dinamik bir değiĢkendir ve bu 

değiĢkenlere karĢılık gelen lineer ve hermitik bir operatör (𝐴 ) mevcuttur. 

3-) Bir A gözlenebilirine karĢılık gelen Hermitesel iĢlemci 𝑨  ise, A‘nın bir kesin 

ölçümünün olası sonucu 𝑨  ‗nın kesikli veya sürekli özdeğerlerinden biridir. A‘nın bir 

ölçümü, 𝑨 ‘nın bir 𝐚𝐢 özdeğerini vermiĢ ise sistem 𝑨 ‘nın 𝐚𝐢 özdeğerine karĢılık gelen 𝛙𝐢, 

özdurumundadır. Bu postüla kuantum mekaniğinin merkez noktasını iĢgal etmiĢtir. 

Çünkü dinamik değiĢkenlerin değerleri kuantizedir. Bununla birlikte ölçümler herhangi 

bir özdeğere tekabül etse bile sistem en baĢta 𝑨 ‘nın özdurumunda bulunmuĢ olmak 

zorunda değildir. Keyfi bir hal 𝑨 ‘nın özdurumları kümesi üzerinden tanımlanabilir. Bir 

diğer önemli husus ise ölçümün sistemin halini etkilemesidir. 
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𝑨 𝛙𝐢 = 𝐚𝐢𝛙𝐢       (1.2) 

4-) Eğer sistem normalize dalga fonksiyonu 𝛙 ile temsil ediliyorsa 𝑨  ile alakalı 

gözlenebilirin ortalama değeri, 

  𝐴 =  𝛙∗𝑨  𝛙𝑑𝜏
+∞

−∞
     (1.3) 

5-) Ġzole bir kuantum sisteme ait halin (  𝛙  ) zamanla geliĢimi (𝑡1(  𝛙  ) → 𝑡2(  𝛙′  )), U 

üniter operatörü ile belirlenir. (  𝛙′  = 𝑼  𝛙  ) Schrödinger denklemi ile tanımlı bir sistem 

için 𝐻 , hermitik özellikteki hamiltoniyen ve ћ, Planck sabiti olmak üzere 

 𝑖ћ
∂  𝛙  

∂t
= 𝐻   𝛙        (1.4) 

denklemi ile zamanla değiĢim belirlenir. 

6-) Toplam dalga fonksiyonu, bir fermiyonun durum fonksiyonu bir diğer fermiyonunki 

ile olan değiĢimi açısından antisimetrik olmalıdır. Elektronun spini bu koordinat 

kümesine dahil edilmelidir. Pauli dıĢarlama ilkesi antisimetri ilkesinin doğal bir 

sonucudur. 

1.2. Fiziksel Gerçeklik ve EPR Paradoksu 

Albert Einstein, kuantum mekaniğinin kurucularından biri olarak, determinizm ve 

nedenselliğin reddedilmesi gibi kuantum mekaniğinin bazı felsefi veya metafizik 

yorumlarını kabul etmedi. ―Tanrı zar atmaz‖ dediğini hatırlayalım (Harrison, 2000). 

Fiziksel bir sistemin halinin ölçülmesinin deneysel bir düzenlemeye bağlı olduğu 

durumu reddetmiĢtir. Yerellik ilkesi üzerinde ısrarcı olan Einstein ile Bohr‘un 

tartıĢmaları Copenhagen yorumunda kritik önemi haizdir. Copenhagen yorumuna göre, 

fiziksel sistemler genellikle ölçülmeden önce kesin özelliklere sahip değildir ve 

kuantum mekaniği, ölçümlerin belirli sonuçlar doğurma olasılıklarını yalnızca tahmin 

edebilir. Ölçüm eylemi, sistemi etkilemekte ve olasılıklar kümesinin ölçümden hemen 

sonra olası değerlerin yalnızca birine indirgenmesine neden olmaktadır. Bu özellik 

dalga fonksiyonu çökmesi olarak bilinir. Einsten kuantum mekaniğinin geçerliliğini 

sürdürmekle beraber kuantum fenomenisi için tamamlanmamıĢ bir teori halinde 

olduğunu savunuyordu. Albert Einstein ve meslektaĢları Boris Podolsky ve Nathan 
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Rosen (EPR), dalga iĢlevinin fiziksel gerçekliğin tam bir tanımını sağlamadığını ve 

dolayısıyla Copenhagen yorumunun tatmin edici olmadığını gösterdiğini iddia ettiği bir 

makale yayınladı (Einstein, Podolsky, & Rosen, 1935). Bu makalenin sonuçları, 

kuantum mekaniğinin yorumlanması için önemli etkilere sahiptir. Paradoksun özü, 

parçacıkların, konumlarını ve momentumlarını Heisenberg'in belirsizlik ilkesinin izin 

verdiğinden daha fazla ölçülebileceği Ģekilde etkileĢime girebilmesidir. Tabii ki bir 

parçacığın diğerinde aniden bu doğruluğu engelleyecek etki yaratmaması önemlidir. Bu 

durum üzerinde yapılan ölçümün (gözlemin) görelilik teorisinde yasaklandığı üzere 

bilginin ıĢıktan daha hızlı taĢındığı anlamına gelir. Bu sonuç daha önce fark edilmemiĢti 

ve o sırada makul görünmüyordu. Yeni bir fenomenimiz oldu: Kuantum dolaĢıklığı. 

Unutmayalım ki Schrödinger sırasıyla ―verschrankung‟ ve ―entanglement‟ sözcükleri 

ile ilk kez ―dolaĢıklık‟ kavramını 1935 yılında yayınladığı makalelerinde kullanmıĢtır. 

BileĢke bir kuantum sistemi oluĢturan alt sistemler arasında korelasyon olduğu ve alt 

sistemlerin dolaĢık olduklarını belirtmiĢtir. 

EPR, gerçeklik üzerine değerli bir yaklaĢım sergiledi: Kuantum hal ve gözleniri 

üzerinde herhangi bir ölçüm yapmadan önce ölçüm değerinin kesin olarak tahmin etme 

olasılığı gerçekliği oluĢturmaktadır. Bununla birlikte aralarında uzaysal mesafe bulunan 

iki sistemin birbirleri üzerinde herhangi bir etki yaratmayacağı öngörülmüĢtür.(Lokalize 

etkiler) Ayrıca tüm bu hipotezleri bir düĢünce deneyi ile ortaya koymuĢlardır. Mesela 

iki parçacıklı bir sistemde, birinin momentumu ölçelim. Bu ölçüm bilgisi ile diğerinin 

momentumu baĢka bir ölçüme gerek kalmadan öngörülebilir. Bu durum konum ölçümü 

yapıldığında da geçerli olacaktır. Klasik yorum dahilinde bu parçacıkların durumlarını 

bilmek için önce ölçüm yapmak gerekir; aksi takdirde herhangi bir gerçeklik taĢımazlar. 

Bu durum EPR makalesine göre ―yerellik‟ ilkesinin ihlaline sebep olmaktadır. Buradaki 

yerel (lokal) kelimesiyle kesin olarak bir yerde bulunma durumu ifade edilmektedir.   

Kuantum korelasyonlar, dolaĢık durumların bileĢenlerinden ölçüm sonucu elde edilen 

olası sonuçlar arasında oluĢmaktadırlar. Aslında dolaĢık sistemlerin oluĢtuğu andan 

itibaren kuantum korelasyonların varlığından bahsedilebilir. Ġki parçalı bir sistem göz 

önüne alınsın ve bu sistemin bileĢenlerinin ayrı ayrı ölçülebileceği üzerine uzaysal 

olarak yeterince ayrıldıkları kabul edilsin. Çok parçalı ayrılabilir durumlara 

genelleĢtirilebilecek ayrılabilir durumlar Ģu özelliklere sahiptir: 
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i. Lokal olarak ayrılabilir durumlar (  𝜓 =   𝜑 ⨂   ∅   ) oluĢturulabilir. (BileĢenlerin 

yeterince uzaklaĢmıĢ olduğu durumda iki ayrı   𝜑    ve   ∅   kuantum durumuna 

getirmek)  

ii.  𝜓 𝑂1⨂𝑂2 𝜓  ,  

    𝜓 𝑂1⨂𝑂2 𝜓 =  𝜑 𝑂1 𝜑  ∅ 𝑂2 ∅        (1.5) 

Ģeklinde yazılabilir. Eğer 𝑂1⨂𝑂2 ayrılabilir durumda ise beklenen değeri, 𝑂1 ve 

𝑂2 ‗nin beklenen değerlerinin çarpımına eĢittir. Burada 𝜑 ve ∅, sırasıyla 𝑂1 ve 

𝑂2‘nin farklı bileĢenlerini temsil eder. 

iii. BileĢenler arasındaki ölçüm sonuçları birbirini etkilemez. Hatta diğer bileĢen 

üzerindeki ölçümün yapılıp yapılmadığı da önemli değildir. 

DolaĢık durumlar, ayrılabilir durumların eĢfazlı süperpozisyonu olan ayrılamaz 

durumlar olarak ta tanımlanabilir. Lokal etkileĢmeler ile oluĢturulamamasının sebebi de 

budur; bir bozunma sonucu veya bileĢenler arasındaki etkileĢmeden kaynaklı oluĢurlar. 

Ayrıca dolaĢıklık takası ile daha önce birbirleriyle temas etmemiĢ fakat baĢka 

parçacıklarla dolaĢık halde olan parçacıklar dolaĢık hale getirilebilir. Ġkinci özellik 

dolaĢık durumlara ait değildir. Ayrıca bileĢenler üzerinde yapılan ölçümlerin olası 

sonuçları birbirine önemli derecede bağlıdır (her birinde ölçüm yapılıp yapılmadığı ve 

ne tür ölçümün yapıldığı). 

Aynı kaynaktan zıt yönlerde yayılan iki farklı spin-1/2 durumunda Beyza gözlemcisi 

birinci parçacığın S
z
 ölçümünü, Ayla gözlemcisi ise diğer parçacığın S

z
 ölçümünü 

yapmaktan sorumlu olsun. Beyza ölçüm sonucunu +1/2 olarak bulduğunda, Ayla‘nın 

yapacağı ölçümün sonucunun -1/2 olacağını ölçüm yapılmadan önce kesinlikle 

bilecektir. Beyza ölçüm yapmadığı durumda Ayla‘nın ölçüm sonucu +1/2 ve -1/2 olmak 

üzere iki olasılıklıdır. BileĢik sistem için –x projeksiyonu seçilmiĢ olsun. Spin-singlet 

durumu   𝜑−  , 

   𝜑− = 1

 2
   01 −   10   =

1

 2
   𝑥−; 𝑥+ −   𝑥+; 𝑥−     (1.6) 

Beyza ilk parçacığın hem S
z
 hem de S

x
 ölçümünü yapabilsin; Ayla ise sadece diğer 

parçacık ve sadece S
x
 ‗i ölçebilsin. Bu durumda, Beyza S

z
‘yi, Ayla da S

x
‘i ölçer ise iki 

ölçüm arasındaki korelasyonlar oldukça rastgeledir. Her iki gözlemci S
x
‘i ölçer ise 
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aralarında ters iĢaretli korelasyon tam olasılıkla (%100) bulunur. Beyza herhangi bir 

ölçüm yapmaz ise Ayla‘nın ölçüm sonuçları rasteeledir. Beyza ve Ayla, S
z
 ve S

x
‘i 

ölçecekleri zaman elde edecekleri sonuçlar bellidir (Sakurai & Commins, 1995). Beyza 

ile Ayla birbirinden yeterince ayrılmıĢ olabilir ve herhangi bir Ģekilde birbirlerinden 

haberdar olmayabilir. Bununla birlikte ilk parçacığın ölçüm sonucu diğer parçacık 

tarafından biliniyor denebilir. Bu durumun kuantum mekaniksel yorumunu yapmak 

gerekirse Beyza‘nın yaptığı ölçüm tamamıyla bir seçim sürecinden geçerek yapılmıĢtır. 

Ġlk paracık için S
z
 pozitif ölçülmüĢ ise seçilen bileĢen   𝑧+; 𝑧−  ‗dir. Ġkinci parçacığın S

z
 

bileĢeni ölçümü sistemin aynı durumda olduğunu belirler. Herhangi bir paçacık 

üzerindeki ölçüm aslında tüm sistemi bağlamaktadır. Yani ölçüm tüm sistem üzerinde 

yapılmaktadır. 

 

ġekil 1.1. a,b ve c kuantizasyon eksenleri olmak üzere bu yönler arasındaki açılar 

Durumu biraz daha ayrıntılı incelemek gerekirse 3 adet birim vektör ele alınsın. Bu 

vektörler de 𝑎 , 𝑏   ve 𝑐  olmak üzere birbirlerine dik olmasın. Parçacıklardan herhangi 

birinin tipi (𝑎−, 𝑏+, 𝑐+) Ģeklinde ise 𝑆 . 𝑎  ölçüldüğünde sonuç mutlaka " − ", 𝑆 . 𝑏   

ölçüldüğünde sonuç mutlaka " + " ve 𝑆 . 𝑐  ölçüldüğünde sonuç mutlaka " + " olacaktır. 

Diğer parçacığın durumu (𝑎+, 𝑏−, 𝑐−) ise toplam açısal momentumun sıfır olduğu 

aĢikardır. Tablo 1.1‘de tüm olası eĢleĢmeler bulunmaktadır. 

Tablo 1.1. Ġki parçacık için spin bileĢenleri eĢleĢmesi 

Sayı 1. parçacık 2. parçacık 

N1 (𝑎+, 𝑏+, 𝑐+) (𝑎−, 𝑏−, 𝑐−) 

N2 (𝑎+, 𝑏+, 𝑐−) (𝑎−, 𝑏−, 𝑐+) 

N3 (𝑎+, 𝑏−, 𝑐+) (𝑎−, 𝑏+, 𝑐−) 
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N4 (𝑎+, 𝑏−, 𝑐−) (𝑎−, 𝑏+, 𝑐+) 

N5 (𝑎−, 𝑏+, 𝑐+) (𝑎+, 𝑏−, 𝑐−) 

N6 (𝑎−, 𝑏+, 𝑐−) (𝑎+, 𝑏−, 𝑐+) 

N7 (𝑎−, 𝑏−, 𝑐+) (𝑎+, 𝑏+, 𝑐−) 

N8 (𝑎−, 𝑏−, 𝑐−) (𝑎+, 𝑏+, 𝑐+) 

Beyza‘nın 𝑆 1. 𝑎  ölçümünü ―+‖ bulma, Ayla‘nın da 𝑆 2. 𝑏   ölçümünü ―+‖ bulma 

olasılıkları 𝑃(𝑎+; 𝑏+)(Denklem 1.7) ile temsil edilsin. Bu durum gerçekleĢtiğinde 

parçacık çiftlerinin sayısı 𝑁3 + 𝑁4, 𝑁𝑖 ≥ 0 olduğu hesaba katıldığında Denklem 1.7 ile 

ifade edilebilir. 

𝑁3 + 𝑁4 ≤ 𝑁2 + 𝑁4 + 𝑁3 + 𝑁7    (1.7) 

  

𝑃 𝑎+; 𝑏 + =
(𝑁3+𝑁4)

 𝑁𝑖
8
𝑖

𝑃 𝑎+; 𝑐 + =
(𝑁2+𝑁4)

 𝑁𝑖
8
𝑖

𝑃 𝑐+; 𝑏 + =
(𝑁3+𝑁7)

 𝑁𝑖
8
𝑖

    (1.8) 

Denklem 1.7 deki ifadeden hareketle yazılan Denklem 1.9 ifadesi Bell eĢitsizliğidir 

(Bell, 1964). 

𝑃 𝑎+; 𝑏 + ≤ 𝑃 𝑎+; 𝑐 + + 𝑃 𝑐+; 𝑏 +    (1.9) 

Bu eĢitsizlik Einstein‘ın yerellik ilkesinden hasıl olmuĢtur. Herhangi bir lokal realistik 

modelin bu eĢitsizliğe uyması gerekmektedir. 

1.3. Gizli DeğiĢkenler, Bell Teoremi ve Kuantum DolaĢıklığı 

―Gizli değiĢkenler‖ kavramı, David Bohm ve Louis de Broglie tarafından ileri sürülmüĢ 

teoriler ile kuantum mekaniğinin tamamlanmamıĢ olduğu fikrinden ortaya çıkmıĢtır. Ġlk 

baĢta John von Neumann‘ın çalıĢmaları gizli değiĢkenlerin varlığı konusundaki sayfayı 

kapatmıĢ gibi görünüyordu. Fakat, 1964 yılında Bell‘in, deterministik görüĢü (klasik 

görüĢ) yerel gizli değiĢkenler modeli yardımıyla formülize etmesi iĢin seyrini değiĢtirdi. 

Sonrasında Bell, ―yerel‖ gizli değiĢken teorisinin, yerelliğin ya da kuantum teorisinin 
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doğruluğunun deneysel olarak test edilebilirliğini ortaya koydu. Bunun yanında bazı 

dolaĢık kuantum durumlarının ölçümleri yapıldığında, sonuçlardan elde edilen 

olasılıkların Bell eĢitsizliğine uymadığı gösterilmiĢtir. Bu Ģekilde dolaĢıklığın, kuantum 

formalizminin belirleyici bir özelliği olduğu sonucuna varmıĢtır.  

Denklem 1.8 ile verilmiĢ olan olasılıklardan ilki hesaplansın. Beyza gözlemcisi 𝑆 1. 𝑎  

sonucunu pozitif olarak ölçsün. Aradaki korelasyondan ötürü Ayla, 𝑆 2. 𝑎  sonucunu 

mutlaka negatif olarak ölçecektir. Öncelikle 𝑎  ve 𝑏   vektörleri arasındaki açı 𝜃𝑎𝑏  olarak 

belirlensin. Bununla birlikte bir 𝑐  vektörü de diğer vektörler ile arasında 𝜃𝑏𝑐  ve 

𝜃𝑎𝑐  açısını bulundursun. Ġkinci parçacık ―–― özdeğere sahip 𝑆 2. 𝑎 ‘nın bir özketinde iken 

𝑆 2. 𝑏   ölçüldüğünde sonucun ―+‖ olma olasılığı,  

cos2  
𝜋−𝜃𝑎𝑏

2
 = sin2  

𝜃𝑎𝑏

2
      (1.10) 

olarak bulunur. Böylece 𝑃 𝑎+; 𝑏 + , Denklem 1.11 deki halini alır. 

𝑃 𝑎+; 𝑏 + =
1

2
sin2  

𝜃𝑎𝑏

2
      (1.11) 

Bell eĢitsizliği Denklem 1.9 kullanılarak tekrar yazıldığında Denklem 1.12 ifadesi elde 

edilir. 

sin2  
𝜃𝑎𝑏

2
 ≤ sin2  

𝜃𝑎𝑐

2
 + sin2  

𝜃𝑐𝑏

2
      (1.12) 

Bu eĢitsizliğin sürekli sağlanmayacağı aĢikardır. 𝜃𝑎𝑏 = 2𝜃, 𝜃𝑎𝑐 = 𝜃𝑏𝑐 =  𝜃 olarak ele 

alındığında, 

sin2 𝜃 ≤ 2 sin2  
𝜃

2
       (1.13) 

elde edilir. Burada değiĢik 𝜃 (𝜃 =
𝜋

3
,
𝜋

4
) değerleri için eĢitsizlik sağlanmamaktadır. Bu 

durumda kuantum mekaniği, Bell eĢitsizliği ile uyumlu çalıĢmamaktadır.  

Ġlk Bell testleri, 1972 yılında CH74 eĢitsizliğinin farklı bir türü olan Freedman 

eĢitsizliği kullanılarak yapılmıĢtır (Freedman & Clauser, 1972). Alain Aspect, üç bell 

testini kalsiyum kaynaklar ile yürütmüĢtür. Ġlki ve ikincisi CH74 (Clauser-Horne-1974) 

eĢitsizliklerini(Clauser & Horne, 1974) kullanırken, ikincisini ise CSCH (Clauser-
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Horne-Shimony-Holt) eĢitsizliğinin (Clauser, Horne, Shimony, & Holt, 1969) ilk 

uygulaması olmuĢtur. Üçüncüsü ise John Bell‘in öne sürdüğü gibi yapılmıĢtır (Aspect, 

Dalibard, & Roger, 1982; Aspect, Grangier, & Roger, 1981).  

Geneva 1998 Bell testi deneyleri ile uzaklığın dolaĢıklığı yok etmediği gösterilmiĢtir. 

Bu deneylerde ıĢık fiber optik kablolarla birkaç kilometre uzaklığa gönderilmiĢtir 

(Tittel, Brendel, Gisin, et al., 1998; Tittel, Brendel, Zbinden, & Gisin, 1998). 1998 

yılında Insbruck‘ta Weihs ve ekibi, Anton Zeilinger‘in danıĢmanlığında, Aspect‘in 1982 

deneylerini geliĢtirerek, lokalliğin açık bıraktığı kapıyı ustaca hazırlanmıĢ bir deney ile 

kapatmıĢtır. Bu test ile CHSH eĢitsizlikleri 30‘un üzerinde standart sapma ile ihlal 

etmiĢtir (Weihs, Jennewein, Simon, Weinfurter, & Zeilinger, 1998). Pan ve arkadaĢları 

yeni Bell-tipi deneylerini ikiden fazla parçacık üzerinde ilk yapanlardır. Üç parçacık 

için GHZ (Greenberger-Horne-Zeilinger) durumunu kullanmıĢtır (Jian-Wei, 

Bouwmeester, Daniell, Weinfurter, & Zeilinger, 2000). Üç parçacık için GHZ durumu 

Denklem 1.14 ile verildiği gibidir. 

  𝐺𝐻𝑍 =
1

 3
(  000  +   111  )      (1.14) 

Rowe (Rowe, Kielpinski, Meyer, & Sackett, 2001), Gröblacher (Groblacher et al., 

2007), Salart (Salart Subils, Baas, Van Houwelingen, Gisin, & Zbinden, 2008), 

Ansmann (Ansmann et al., 2009), Giustina (Giustina et al., 2013), Christensen 

(Christensen ve ark., 2013), Johannes Handsteiner (Handsteiner ve ark., 2017) lokal-

realite ve dolaĢıklık için önemli deneylere imza atmıĢtır. DolaĢıklık ve Bell 

eĢitsizliklerinin ihlali üzerine yapılan son deneylerden birini Rosenfeld ve arkadaĢları 

gerçekleĢtirmiĢtir. Aralarında 398 metre mesafe bulunan iki atomun dolaĢık spin 

durumlarını kullanarak Bell eĢitsizliklerinin ihlalini gözlemlemiĢlerdir (Rosenfeld ve 

ark., 2017). 

Peki dolaĢıklığı nasıl ifade edebiliriz? Ġki alt parçalı (A ve B) bir bileĢke sistem (  𝛙𝐀𝐁  ) 

düĢünelim.   𝛙𝐀𝐁   bileĢke sistemi   𝛙𝐀   ve   𝛙𝐁   hallerinin tensörel çarpımı ile ifade 

edilebiliyorsa bu bileĢke sistem   𝛙𝐀𝐁   haline ayrılabilir hal denir. Bu tip haller için 

dolaĢıklıktan bahsedilemez. Eğer bu bileĢke   𝛙𝐀𝐁   hali iki farklı alt sistemin (A ve B) 

hallerinin tensörel çarpımı Ģeklinde ifade edilemiyorsa bu bileĢke sistemin haline 

dolaĢık hal denir. 
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  𝛙𝐀𝐁  ≠   𝛙𝐀 ⊗    𝛙𝐁        (1.15) 

Ġki parçalı dolaĢık haller üzerine yapılan çalıĢmalar, dolaĢık durumların tayininin genel 

kavramlarının öne sürülmesi olanağını vermektedir.  

i. Saf Hallerin DolaĢıklığı: Ġki kuantum sistemi verilsin. Ġlki Ayla adında bir 

fizikçiye, diğeri ise Beyza isimli diğer fizikçiye ya ait olsun. Ayla‘nın sisteminin 

fiziksel durumları Hilbert uzayında dA boyutlu HA uzayında; Beyza‘nın sisteminin 

fiziksel durumları ise dB boyutlu HB uzayında tanımlanabilir olsun. Tüm parçaların 

bileĢke sistemi vektörler ile H=HA⊗HB iki uzayın tensör çarpımı Ģeklinde 

tanımlanır. Böylece HA⊗HB de herhangi vektör Denklem 1.16‘deki gibi 

yazılabilir. 

  𝛙  =  Cij
dA ,dB

i,j=𝟏
  𝐚𝐢 ⊗    𝐛𝐢  ∈ 𝐇𝐀 ⊗ 𝐇𝐁   (1.16) 

Notasyonu basitleĢtirmek için vektörlerin tensör çarpımları sıklıkla  

  𝐚 ⊗    𝐛 ≡   𝐚     𝐛 ≡   𝐚𝐛                                        (1.17) 

biçiminde yazılır.   𝑎 →   ↑ →  1
0
  ve   𝑏 →   ↓ →  0

1
  olmak üzere iki durumun 

tensör çarpımı, 

   𝐚 ⊗    𝐛  =   ↑  ⊗   ↓ =   ↑    ↓ =   ↑↓      (1.18) 

Ģeklinde örneklenebilir. Saf durumlar için dolaĢıklık tanımı Ģu Ģekildedir: Bir saf 

  ψ  ∈ 𝐇 hali için, 

   𝛙  =   𝛗𝐀 ⊗   𝛗𝐁       (1.19) 

   𝛗𝐀 ∈ 𝐇𝐀
  ve   𝛗𝐁 ∈ 𝐇𝐁

  durumları bulunabiliyorsa bu hal ayrıĢtırılabilir ya da 

çarpım durumu olarak adlandırılır. Aksi takdirde   𝛙   hali dolaĢıktır. Çarpım 

durumlarının fiziksel tanımı o halde korelasyon bulunmadığı anlamına gelir. Bir 

çarpım durumu lokal olarak kolayca Ģu Ģekilde hazırlanabilir: Ayla,   𝛗𝐀  , Beyza 

ise   𝛗𝐁   hallerini bağımsız olarak üretsin. Ayla, A gözlenebilirini Beyza ise B 

gözlenebilirini ölçtüğünde farklı çıktıların olasılıkları çarpanlarına ayrılabilir. 

Böylece Ayla‘nın ölçüm çıktıları, Beyza tarafından algılanan çıktılara bağlı 
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değildir. Saf dolaĢık durumlara örnek olarak dört Bell durumu (Denklem 1.20) 

verilebilir. 

  𝛗±  =
1

 2
   11  AB ±   00  AB  

  𝛗±  =
1

 2
   11  AB ±   00  AB  

   (1.20) 

Denklem 1.20 ile verilen Bell durumlarından simetrik olan hal   ψ+  , Denklem 

1.21‘deki gibi tekrar yazılsın. Bu hal herhangi bir parçacığın spini ↑ yönlü 

ölçüldüğünden diğerinin ↓ yönlü olacağı bilgisini taĢımaktadır. 

  𝛙+  =
𝟏

 𝟐
   ↑↓  +   ↓↑       (1.21) 

Bu Bell durumu iki parçalı dolaĢık sistemlere örnek olarak verilebilir. ġimdi 

Denklem 1.21 deki ifadenin iki halin tensör çarpımı Ģeklinde nasıl 

yazılamayacağını, yani iki hale nasıl ayrılamayacağı, dolaĢık olduğunu görelim. 

Denklem 1.21 ifadesi, Denklem 1.22 deki gibi ifade edilebilir. 

  𝛙  =
1

 2
   ↑ ⊗   ↓  +   ↓  ⊗   ↑      (1.22) 

Denklem 1.22 deki spin durumlarını içeren hal, matris formalizmi ile tekrar 

ifade edildiğinde (Denklem 1.23) Denklem 1.24 deki halini alır. 

  𝛙  =
1

 2
  

1
0
 ⊗  

0
1
 +  

0
1
 ⊗  

1
0
    (1.23) 

  𝛙  =
1

 2
 

0
1
1
0

     (1.24) 

Denklem 1.24 deki ifade edilen hal eğer dolaĢık ise iki hale ayrılabilmelidir, 

Denklem 1.19 daki gibi yazılabilmelidir.   𝛗𝐀   ve   𝛗𝐁  , Denklem 1.25 deki gibi 

tanımlansın. 

  𝛗𝐀 =  
α
β              𝛗𝐁 =  

γ
δ
    (1.25) 
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  𝛙  =  
α
β ⊗  

γ
δ
 =  

αγ
αδ
βγ
βδ

     (1.26) 

Denklem 1.24 de elde edilen sonuç Denklem 1.26 ile iki durumun tensör çarpımı 

Ģeklindeki ifadeye eĢit olmalıdır ki az önce bahsedildiği gibi   𝛙   dolaĢık bir 

durumu belirtsin. 

Eğer dolaĢık değil ise ve Denklem 1.24 ve Denklem 1.26 birbirine eĢit ise, 

αγ = 0

αδ =
1

 2

βγ =
1

 2

βδ = 0

     (1.27) 

Denklem 1.27 ile eĢitlikler sağlanmalıdır. Bu eĢitlikler incelendiğinde 

sembollerin alacağı değerler için birçok olasılık varmıĢ gibi görünür. αδ =
1

 2
 ve 

βγ =
1

 2
 ele alındığında denklemdeki tüm ifadelerin sıfırdan farklı olmak 

zorunda olduğu anlaĢılmaktadır 𝛼 ≠ 0, 𝛽 ≠ 0, 𝛾 ≠ 0 (ve 𝛿 ≠ 0). αγ = 0 ve 

βδ = 0 incelendiğinde ise çarpanların herhangi biri kesinlikle sıfıra eĢit 

olmalıdır. Sonuç olarak denklem sistemini oluĢturan eĢitliklerin bir çözüm 

kümesi yoktur. Bu da Denklem 1.24 ve Denklem 1.26‘ün birbirine eĢit 

olamayacağı anlamına gelir; Denklem 1.19‘un aksine Denklem 1.15 bu Bell hali 

için geçerlidir. 

Aynı yöntem kullanılarak ayrılabilir hallerin de matematiksel olarak mümkün 

olabileceği incelensin. Bunun için Denklem 1.28 deki hal ele alınsın. 

  𝛙  =
1

 2
   ↑↑  +   ↑↓       (1.28) 

Bu hal, tensör çarpım Ģeklinde tekrar yazılırsa Denklem 1.29 eldilir ve matris 

formalizmi de Denklem 1.30 daki gibidir. 

  𝛙  =
1

 2
   ↑ ⊗   ↑  +   ↑  ⊗   ↓      (1.29) 

  𝛙  =
1

 2
  

1
0
 ⊗  

1
0
 +  

1
0
 ⊗  

0
1
    (1.30) 
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  𝛙   halinin son matris temsili Denklem 1.31 deki gibi bulunur. 

  𝛙  =
1

 2
 

1
1
0
0

     (1.31) 

Bu hal, Denklem 1.26 ‗ya eĢit olmalıdır ki ayrılabilir bir hal olsun. Bu yüzden 

Denklem 1.32 eĢitliğinden hasıl olan denklem sisteminin çözüm kümesi 

olabilmelidir. 

 

αγ
αδ
βγ
βδ

 =
1

 2
 

1
1
0
0

     (1.32) 

Denklem 1.32 ile kurulabilecek denklem sistemi,  

αγ =
1

 2

αδ =
1

 2

βγ = 0
βδ = 0

    (1.33) 

Denklem 1.33 de bulunan eĢitlikler incelendiğinde ilk iki eĢitlikte bulunan 

çarpanlar sıfırdan farklı olmalıdır (𝛼 ≠ 0, δ ≠ 0, 𝛾 ≠ 0). Bu durum son iki 

eĢitlikteki çarpanların oluĢturduğu eĢitliklere aykırı bir durum değildir. 𝛼 ≠ 0 

olması son iki eĢitliğe müdahale etmez; δ ≠ 0 ve 𝛾 ≠ 0 olmaları son iki eĢitlikte 

β = 0 olması gerektiği anlamına gelir. Bununla birlikte  γ = δ olmaktadır. 

Denklem 1.32 deki bilinmeyenler düzenlendiğinde, 

 

αγ
αδ
βγ
βδ

 = αγ  

1
1
0
0

     (1.34) 

elde edilir ve αγ =
1

 2
 dir. Bu durumda   𝛙  , hali ayrılabilir bir haldir; Denklem 

1.25 teki hallerin tensör çarpımı (Denklem 1.36) olarak yazılabilmektedir.  

  𝛙  =  
α
β ⊗  

γ
δ
 = α  

1
0
 ⊗ γ 

1
1
 = αγ( 

1
0
 ⊗ ( 

1
0
 +  

0
1
 )) (1.35) 

  𝛙  =   ↑  ⊗ (
(  ↑ +  ↓  ) 

 2
)   (1.36) 

  𝛗𝐀   ve   𝛗𝐁   halleri Denklem 1.38 deki gibidir. 



14 

 

  𝛗𝐀 =   ↑                         𝛗𝐁 = ( 
 ↑ +  ↓  ) 

 2
   (1.37) 

ii. KarıĢık hallerin dolaĢıklığı: Bir kuantum sistem için bilinen sadece belli bir pi 

olasılıkla, bazı    𝜑𝑖  ∈ 𝑯 hallerinin birinde bulunabileceğidir. Bu durum bir 

yoğunluk matrisi ile tanımlanır.  𝑝𝑖 = 1𝑖  𝑣𝑒 𝑝𝑖 ≥ 0 için, 

𝜌 =  𝑝𝑖  𝜑𝑖    𝜑𝑖   𝑖     (1.38) 

Bu yoğunluk matrisi veya sistemin hali kompleks bir matris ile temsil edilir. 

Tüm   𝜑𝑖   𝜑𝑖    operatörler pozitif ve hermityen olduğundan dolayı bu matris 

hermityen ve yarı kesin pozitiftir
1
 (positive-semidefinite) (𝑇𝑟 𝜌 = 1). Diğer 

taraftan herhangi bir yarı kesin pozitif matrisin izi bazı hallerin yoğunluk matrisi 

olarak yorumlanabilir. Bu tüm hallerin oluĢturduğu kümenin bir konveks küme 

olduğuna iĢaret eder. 𝜌1 ve 𝜌2 iki hali temsil ediyor ise bu hallerin konveks 

kombinasyonu, 

𝜌 = 𝛼𝜌1 + (1 − 𝛼)𝜌2    (1.39) 

𝛼 ∈  0; 1  olmak üzere bir hali temsil eder. Bu özellik ikiden fazla hallerin 

kombinasyonu için de geçerlidir.  𝑝𝑖 = 1𝑖  𝑣𝑒 𝑝𝑖 ≥ 0 için bu hallerin konveks 

kombinasyonu,  𝑝𝑖𝜌𝑖𝑖 , yine bir hali temsil eder.  𝑝𝑖 = 1𝑖  özelliğine sahip 

𝑝𝑖 ≥ 0 katsayılar, konveks ağırlıklar
2
 olarak adlandırılır.  

𝜌, bileĢke bir sistemin yoğunluk matrisi olsun. Ayla için 𝜌𝐴 halleri; Beyza için 

ise  𝜌𝐵  halleri bulunuyorsa 𝜌, 

𝜌 = 𝜌𝐴⨂𝜌𝐵      (1.40) 

çarpım durumu olarak adlandırılır. Eğer 𝑝𝑖  konveks ağırlıklar ve çarpım haller 

𝜌𝑖
𝐴⨂𝜌𝑖

𝐵  ile Denklem 1.41 sağlanıyorsa, ayrılabilir olarak adlandırılır. Aksi 

takdirde dolaĢık olarak adlandırılır. 

𝜌 =  𝑝𝑖𝑖 𝜌𝑖
𝐴⨂𝜌𝑖

𝐵    (1.41) 

Çarpım durumu korelasyon bulunmayan hal olabilir yani Beyza ile Ayla‘nın her 

birinin kendi ayrı hali bulunabilir. Çarpım olmayan durumlar için iki farklı tip 

                                                 
1
 Ɐx ∈ Cn 

 için, eğer x* M x ≥ 0 ise M yarı kesin pozitiftir (positive-semidefinite) denir. 
2
 V, ℝ üzerinden bir vektör uzayı; X ise V‘nin elemanlarını içeren herhangi bir küme olsun. X‘ in 

elemanlarının konveks kombinasyonu, her xi ∈ X, λi  ≥ 0 ve  λi  𝑖 = 1 olan bazı n > 0 için λ1 x1 + λ2 x2 + 

… λn xn formunda lineer kombinasyonu olarak tanımlanır. 
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korelasyon vardır. Ayrılabilir durumlar, klasik olarak ilintilidir (korelasyon 

mevcut). Bu da ayrılabilir bir halin üretimi için sadece LOCC
3
 (lokal 

operasyonların ve klasik iletiĢim)‘in gerekli olduğu anlamına gelir. Beyza ve 

Ayla, klasik iletiĢim ile 𝑝𝑖  olasılıklı i çıktılarını üreten rastgele sayı üreticisini 

paylaĢabilir. Her çıktı için 𝜌𝑖
𝐴⨂𝜌𝑖

𝐵  halini lokal olarak üretebilirler. Böylece 

Denklem 1.41 hali üretilebilir. Bu durum kuantum teorisine has bir durum 

olmamakla birlikte klasik korelasyon kavramının genel çerçevesini çizer. Eğer 

bir hal dolaĢık halde ise korelasyonlar, bahsedilen klasik prosedürden 

kaynaklanmaz. Yani dolaĢık durumlar kuantum mekaniğinin bir özelliğidir. 

KarıĢık hallere örnek olarak Werner hali Denklem 1.42 ile verilmiĢtir. 

𝜌 =
1−𝛾

4
𝐼⨂𝐼 + 𝛾  𝜑+    𝜑+      (1.42) 

Werner hali, 𝛾 > 1/3 (Bennett ve ark., 1996) için dolaĢık; 𝛾 = 1 için 

maksimum dolaĢıktır. 

1.4. DolaĢıklık Durumlar Nasıl Hazırlanır? 

Önceki bölümlerde kadar dolaĢıklık üzerine teorik değerlendirilmeler üzerinde 

durulmuĢtur. Bu bölümde dolaĢık durumların laboratuar ortamında oluĢturulması ve 

gözlemlenmesini içeren bazı tekniklerden bahsedilecektir. Peki pratikte dolaĢık 

durumlar nasıl oluĢturulur? 

1.4.1. AĢağı DönüĢüm 

Yüksek enerjili fotonlardan (mavi) oluĢan lazer ıĢını, doğrusal olmayan bir optik ortama 

doğru –z yönünde gönderilsin. Enerji korunduğu için, her foton daha düĢük enerjili 

(kırmızı) fotonlara bölünür. Momentum korunduğu için, tüm kırmızı fotonların –z 

ekseninden sapması aynıdır ve tam tersi yöndedir. Sonuç olarak kristalin optik çıktısı, 

göründüğü bölgede iki noktada kesinlikle kesiĢen bir çift konidir. Deneysel çıkarım, bu 

kesiĢmelerde bireysel polarizasyonların olmadığıdır. Polarizasyonların ölçümler 

üzerine, H ve V sırasıyla yatay ve dikey polarize ıĢığı temsil etmek üzere HV-VH 

dolaĢık durumunun belirteci olan korelasyonlar sergilediği fark edilmiĢtir. 

                                                 
3
 Yerel iĢlemler, Beyza ve Ayla'nın klasik mesajları kullanarak muhtemel senkronizasyon ile sistemin 

kendi bölümünde gerçekleĢtirebilecekleri iĢlemlerdir. Bununla birlikte, birbirlerine kuantum sistemleri 

göndermeyebilirler veya bir araya gelip sistem üzerinde ortak bir kuantum iĢlemi yapamazlar. 
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1.4.2. Kuantum-Elektrodinamik Kavite 

Burada amaç, bir atomu optik bir alan ile bir kovuk içinde dolaĢık hale getirmektedir. 

Atom bir radyasyon kutusu içinden geçtiğinde, elektromanyetik vuruların fazlarını 

ayarlayarak, foton ile atom arasında bir korelasyon oluĢturulabilir. Kabaca ya atom 

uyarılmıĢtır ve kovukta herhangi bir foton yoktur ya da atom temel seviyede bulunurken 

kovukta bir foton vardır. Kovukta alanın hali ile atomun halinin dolaĢık olduğu 

gösterilmiĢtir. 

1.4.3. Ayırt Edilemez Parçacıklar 

Süslü makine fizikçileri, dolaĢık durumları yapay olarak üretmeye alıĢıktırlar. DolaĢık 

durumlar sadece insanlar tarafından laboratuar ortamında oluĢturulmazlar, doğal olarak 

her zaman karĢınıza çıkabilirler. Para helyum içindeki elektronlar,  Denklem 1.21 deki 

singlet durumunda dolaĢık haldelerdir. Aslında dalga fonksiyonunun simetrik hale 

getirilmesi ihtiyacından kaynaklı olarak, dalga paketlerinin üst üste gelmesi Ģartıyla, 

tüm ayırt edilemez parçacıklar dolaĢıktır. 

1.5. DolaĢıklığın Ölçülmesi: Lokalize DolaĢıklık 

Verstraete, F., lokalize dolaĢıklığı tanımlayarak korelasyon fonksiyonları ile dolaĢıklık 

arasında yakın bir bağlantı kurmuĢtur (Verstraete, Popp, & Cirac, 2004). Ġki parçacığın 

lokalize dolaĢıklığı, sistemin geri kalan kısmında lokal ölçümler yaparak bu iki 

parçacıkta lokalize olabilen maksimum dolaĢıklığın miktarıdır. Tüm olası lokal ölçüm 

stratejileri üzerinden bir optimizasyona gerek duyulduğundan lokalize dolaĢıklığın 

belirlenmesi çok zordur. Bu yüzden de genel bir tanıma sahip değildir. Buna rağmen 

Verstraete ve ark, üst ve alt sınırların belirlenmesi için bir yol bulmuĢlardır. Bu 

çalıĢmanın konusu da daha önce bahsedildiği gibi bir N-qubit sistemin dolaĢıklığının üst 

ve alt sınırlarını belirlemektir.   0   ve   1   bazlarında 1-qubit hali Denklem 1.43 deki 

haliyle tanımlanabilir. 

   𝜑 = 𝑎  1 + 𝑏  0          (1.43) 

2-qubit için ise 4 adet olası hal bulunu:    11 ,   10   ,   01 ,   00    . N-qubit için 2
N
 olası hal 

vardır. N=3 yani 3-qubit için    111 ,   110   ,   101 ,   100   ,   000 ,   001   ,   010 ,   011     
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olmak üzere 2
3 

adet olası hal vardır. N-qubit için genellenmek istenirse haller 1 den 2
N
‘e 

kadar numaralandırıldığında 

  …     𝑖𝑗 … 𝑚  1
𝑖=0

1
𝑗 =0

1
𝑚=0      (1.44) 

ifadesi yeterli olacaktır. Bu tez çalıĢmasında ikili sistemler incelenecektir. Üst sınır 

yardımcı dolaĢıklık ile belirlenirken; alt sınır korelasyon fonksiyonuna bağlıdır. 

Spinlerin geri kalan kısmında, lokal yerine global ölçümlere izin verilerek elde edilir 

(Cohen, 1998; DiVincenzo ve ark., 1999; Laustsen, Verstraete, & Van Enk, 2003). 

Yardımcı dolaĢıklık için genel bir ifade olmadığından üst ve alt sınırları belirlemek 

önemlidir.  

Lokalize dolaĢıklık (LE) için genel bir tanım oluĢturmak gerekirse N spinden oluĢan saf 

bir   𝜓   hali ele alarak baĢlanabilir. Lokalize dolaĢıklık Eij(𝜓), diğer spinler (i ve j hariç) 

üzerinden yapılan lokal ölçümler ile i ve j spinleri arasında yaratılabilecek maksimum 

dolaĢıklık olarak tanımlanır. Her ölçüm tabanı 2
N-2

 elemandan oluĢan bir saf durum 

topluluğu 𝜀 =  𝑝𝑠 ,   𝜑𝑠    ‗yi nitelendirir. Burada 𝑝𝑠, N parçalı spin sisteminde yardımcı 

spinler (sistemin geri kalan kısmı dediğimiz yani i ve j hariç) üzerinde   𝑠   ölçümünü 

yaptıktan sonra iki-spin durumu   𝜑𝑠   ‗yi elde etme olasılığı olarak ifade edilir. Böylece 

lokalize dolaĢıklık  

𝐸𝑖𝑗 = max𝜀  𝑝𝑠𝐸   𝜑𝑠   𝑠      (1.45) 

Ģeklinde ile verilir. Burada 𝐸   𝜑𝑠   ,   𝜑𝑠   halinin dolaĢıklığını belirtir. Üst sınırın 

yardımcı dolaĢıklık ile elde edilebileceğinden bahsedilmiĢti. Yardımcı dolaĢıklığın nasıl 

hesaplandığı bildirilmiĢtir (Laustsen ve ark., 2003). Alt sınır daha ilginç bir teorem 

yardımıyla gösterilmiĢtir: i ve j spinleri,  α ve β yönleri arasında klasik korelasyon ile N 

qubit‘ in verilen bir saf ya da karıĢık hali için diğer spinler üzerinden yapılan ölçümlerle 

daima korelasyonun ortalamada azalmayacağı yönler mevcuttur. Bu aslında klasik 

korelasyonları arttıran lokal ölçümlerin daima var olacağı anlamına gelir (Verstraete ve 

ark., 2004). Ayrıca kriptografi bağlamında kullanıĢlı olmaktadır (Devetak & Winter, 

2004). 
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1.6. Amaç 

DolaĢıklık kuantum bilgi için önemli bir kaynaktır (Bennett & DiVincenzo, 2000). 

Kuantum bilgisayarlar ve kuantum haberleĢmenin kullanılabilir kılınması için en ideal 

durum katı bir sistemde sonlu sıcaklıkta bir dolaĢıklık kaynağı bulmaktır. Heisenberg 

modeli de basit ve gerçekçi bir model olarak çokça çalıĢılmıĢ bir katı-hal sistemdir 

(Eggert, Affleck, & Takahashi, 1994; Hammar ve ark., 1999). Heisenberg 

etkileĢmesinin spin sisteminde lokalize olmadığı bulunmuĢtur. Bu efektif hamiltoniyen 

kuantum haberleĢme (Lidar, Bacon, & Whaley, 1999) ve C-NOT kapıları için (Zheng & 

Guo, 2000) kullanılabilmektedir. Termal dolaĢıklık izotropik Heisenberg spin zincirinde 

harici manyetik alan B ‗nin yokluğunda (Wang, 2002) ve varlığında (Arnesen, Bose, & 

Vedral, 2001; Wang, 2001, 2002) üzerine çalıĢmalar yapılmıĢtır. Bu sistemde iki qubitin 

dolaĢıklığı T sıcaklığı arttıkça azalmakta ve Tc kritik sıcaklığından sonra yok olmaktadır 

(Arnesen ve ark., 2001; Wang, 2001). Ġzotropik N-qubit Heisenberg sisteminde ikili 

dolaĢıklık kesin bir derecede, artan sıcaklık veya B harici alanı ile artabilir (Arnesen ve 

ark., 2001). Anizotropik XY Heisenberg spin zinciri B=0 (Wang, 2001) ve B‘nin 

sıfırdan farklı olduğu durumlarda (Kamta & Starace, 2002) araĢtırılmıĢtır. Ġki qubit 

anizotropik XY Heisenberg zinciri için manyetik alanın gücü arttırılarak sonlu sıcaklıkta 

dolaĢıklık oluĢturulmuĢtur (Kamta & Starace, 2002). Bununla birlikte artan T veya B ile 

dolaĢıklık iki qubit anizotropik Heisenberg XY zincirinde (Kamta & Starace, 2002) 

veya N-qubit izotropik Heisenberg zincirinde (Arnesen ve ark., 2001) çok zayıftır. 

Güçlü dolaĢık durumlar elde etmek önem arz etmektedir. 

Diğer yandan anizotropik XYZ N-qubit Heisenberg sistemlerde ikili dolaĢıklık hesapları 

hem analitik (O‘connor & Wootters, 2001) hem de simülasyon olarak yapılmıĢtır. 

Harici manyetik alanın varlığında ve yokluğunda; sıcaklığa bağlı incelenen ikili 

dolaĢıklık için ―concurrence‖ (Zhou, Song, Guo, & Li, 2003) ve ―localizable 

entanglement‖ hesaplanmıĢtır. Zhou ve ark, iki qubit ve üç qubit anizotropik Heisenberg 

XYZ zincirinde ikili dolaĢıklığı hesaplamıĢlardır (concurrence). Simülasyon çalıĢmaları 

ile de hem antiferromanyetik hem de karıĢık durumlar için lokalize dolaĢıklık XYZ 

Heisenberg sistemlerde çalıĢılmıĢtır. DeğiĢ-tokuĢ etkileĢmesi ve harici manyetik alanın 

katkısı yani Zeeman enerjisi dahilinde dolaĢıklık kaynakları aranmıĢtır (Petros 

Androvitsaneas, Paspalakis, & Terzis, 2012; Petros Androvitsaneas, Terzis, & 



19 

 

Paspalakis, 2013). Bu tez çalıĢmasında manyetik dipol-dipol etkileĢmesinin eklendiği 

bir Heisenberg N spin-1/2 zincirinde dolaĢıklığın sınırları lokalize dolaĢıklık ve 

yardımcı dolaĢıklık kullanılarak belirlenmesi hedeflenmiĢtir. Dipol-dipol etkileĢmesinin 

sistemde dolaĢıklığın sınırlarını nasıl belirlediği ve bunun sıcaklığa (T) bağlılığı 

incelenmiĢtir. Kullanılan yöntemler ―Materyal ve Yöntem‖ bölümünde ayrıntılı bir 

Ģekilde ifade edilmiĢtir. Ġzotropik ve anizotropik Heisenberg spin-1/2 kuantum 

zincirinde antiferromanyetik, ferromanyetik ve karıĢık haller için lokalize dolaĢıklığın 

özellikle alt sınırının dipol etkileĢmesinin gücüne bağlılığı sistemi oluĢturan diğer 

parametrelerin (değiĢ-tokuĢ sabiti ve harici manyetik alan) değiĢimine bağlı olarak 

incelenmiĢtir. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

Bu bölümde Monte Carlo simülasyon metodunun uygulandığı temel algoritmalar, 

dünya çizgileri algoritması (worldlines) ve loop algoritmasından bahsedilmiĢtir. 

BölüĢüm fonksiyonunun hesaplanması için bu çalıĢmada kullanılmıĢ olan Suzuki-

Trotter dekompozisyonu, Zassenhaus formülü açıklanmıĢtır. Gözlenebilirlerin ölçümü, 

özellikle dolaĢıklığın sınırlarını belirlemek için kullanılacak yöntem belirtilmiĢtir. 

2.1. Spin-1/2 Zinciri ve Kuantum Monte Carlo Formalizmi 

2.1.1. Trotter Formülü ve D+1 Boyutlu Klasik Sistem 

Sistemi temsil eden hamiltoniyen operatörü takas etkileĢmesi, dipol-dipol etkileĢmesi ve 

Zeeman terimini içermektedir. Takas etkileĢmesi ve dipol-dipol etkileĢmesi en yakın 

komĢu spinler üzerinden hesaba katılmakla birlikte Zeeman terimi yani harici manyetik 

alan düzgün olmak koĢulu ile +z yönünde seçilmiĢtir. Verteks enerjilerinin ve sonrasında 

bölüĢüm fonksiyonun hesaplanabilmesi için öncelikle operatörün spin durumlarına 

kolayca uygulanabilir hale getirilmesi gerekmektedir. Dekompozisyon yöntemi olarak 

Suzuki-Trotter yöntemi uygulanabilirliği ve etkinliği açısından kuvvetli bir yöntem 

olduğu için tercih edilmiĢtir. Stokastik seri açılımı (SSE) da aynı amaç için kullanılabilir 

olsa da Trotter yaklaĢımına göre daha etkisizdir. Stokastik seri açılımının özel bir 

durumu olan Handscomb metodu (Handscomb, 1964), bölüĢüm fonksiyonunun izinin 

𝛽𝐻 ‘nın kuvvet serisi olarak yazılabileceğini gösterse de sadece belli durumlar için 

bölüĢüm fonksiyonunun hesaplanabilirliği yüzünden farklı yöntem arayıĢına gidilmiĢtir. 

Kuantum Monte Carlo yaklaĢımları, çok parçacıklı kuantum sistemlerin 

benzeĢtirilmesinde çeĢitli metotları kapsamaktadır. Bunlardan bazıları varyasyonel 

Monte Carlo ve difüzyon Monte Carlo olmak üzere taban durumu dalga fonksiyonu 

hesaplamak için kullanılan metotlardandır. Dünya çizgileri Monte Carlo algoritması, 

sonlu-sıcaklık metodu olarak çok parçacıklı kuantum sistemin kanonik yoğunluk 

matrisinin modellenmesinde ve verteks enerjilerinin hesaplanmasında kullanıĢlığı 

açısından güçlü bir algoritmadır. Loop algoritması, spin yönelimlerini değiĢtirmek için 

lokal olmayan kümelerin oluĢturulmasında ön ayak olup simülasyon zamanını azaltıp 

kritik yavaĢlama problemini çözmektedir. Bu bölümde Suzuki-Trotter dekompoziasyonu 

ve Dünya Çizgileri Monte Carlo algoritması üzerinde durulacaktır. Sonraki bölümde ise 
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Monte Carlo Yol Ġntegrali, Zassenhaus Formülü, Negatif iĢaret problemi ve Loop 

algoritmasından bahsedilecektir. Loop algoritması ayrık imajiner zaman ve sürekli 

imajiner zaman olmak üzere ayrı ayrı detaylandırılmıĢtır. 

Dünya çizgileri Monte Carlo algoritmasındaki genel fikir kuantum sistemin klasik sistem 

ile eĢleĢtirilmesindekine çok benzerdir. Sistemi temsil eden hamiltoniyen, 𝐻 =  𝐻 𝑖𝑖  

birden fazla terime ayrılarak her eksponansiyel terimin, β=1/(kB×T) olmak üzere, 𝑒−𝛽𝐻 𝑖 , 

matris temsillerinin kolayca hesaplanması hedeflenmiĢtir. Burada kB, Boltzman sabiti; T 

ise sıcaklıktır. Denklem 2.1 ile verilen Trotter formülü, kanonik yoğunluk operatörünün 

dekompozisyonunda kullanılabilir (Suzuki, 1976a, 1976b; H F Trotter, 1959; Hale F 

Trotter, 1959).  

𝑒−𝛽𝐻 =  lim𝑀→∞   𝑒−
𝛽𝐻 𝑖
𝑀𝑖  

𝑀

       (2.1) 

Hamiltoniyenin her biri komütatif olan iki parçaya ayrılmıĢ olduğunu düĢünelim. 

𝐻 = 𝐻 𝐴 + 𝐻 𝐵         (2.2) 

𝐻 𝐴(𝐻 𝐵), sadece çift (tek) katkı kısımlarından oluĢmuĢ olsun.  

𝐻 𝐴 =  𝐻 𝑖𝑖 ç𝑖𝑓𝑡   ,   𝐻 𝐵 =  𝐻 𝑖𝑖 𝑡𝑒𝑘     (2.3) 

 𝐻 𝐴 , 𝐻 𝐵 ≠ 0  yani  𝐻 𝐴  𝑣𝑒 𝐻 𝐵 birbirleriyle sıra değiĢtirmemesine rağmen bunlara bağlı 

sınır hamiltonyenleri, tamamı tek ve tamamı çift olan hamiltonyenler aralarında sıra 

değiĢtirebilecek Ģekilde belirlendiği için komütatiftirler. 

 𝐻 𝑖 , 𝐻 𝑗  = 0         (2.4) 

Böylece hamiltoniyeni komütatif iki bölüme ayırmıĢ olduk. Denklem 2.1‘i 

uyguladığımızda, 

𝑒−𝛽𝐻 = lim𝑀→∞  𝑒−
𝛽 𝐻 𝐴 +𝐻 𝐵 

𝑀  
𝑀

       (2.5) 

M, Trotter sayısı ve Δτ=β/M olmak üzere, 𝐻 ‘nin eksponansiyeli iki komütatif olmayan 

parça ile ifade edilmiĢ bulunmaktadır.𝛥𝜏, Trotter zaman-adımı olarak adlandırılmıĢtır. 

𝑒−𝛥𝜏𝐻 = 𝑒−𝛥𝜏  𝐻 𝐴 +𝐻 𝐵  =  
𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐴 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐵 + 𝑂 𝛥𝜏2 

𝑒−𝛥𝜏
𝐻 𝐵

2 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐴 𝑒−𝛥𝜏
𝐻 𝐵

2 + 𝑂 𝛥𝜏3 

      (2.6) 
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Denklem 2.6 ile belirlenen dekompozisyonlardaki hata dereceleri sırasıyla α=2 (2. derece 

yaklaĢım) ve α=3 (3. derece yaklaĢım) tür. 2. derece yaklaĢımı kullandığımızda son ifade 

gayet açık biçimde bellidir. 3. derece yaklaĢım kullanıldığında da matris izinin 

çevirimsel değiĢmezliğinden kaynaklı aynı sonuca ulaĢılabilir. BölüĢüm fonksiyonundaki 

sistematik hata 𝑀𝛥𝜏3 ∝ 𝛥𝜏2 ile ölçeklendirilmiĢtir. Denklem 2.6‘ dan da anlaĢılacağı 

üzere ikinci derece yaklaĢım kullanılması halinde O(𝛥𝜏) kadar bir hata farkı 

beklenmektedir. Denklem 2.5 ve Denklem 2.6 yardımıyla bölüĢüm fonksiyonu 𝑍 =

𝑇𝑟 𝑒−𝛽𝐻  , 

𝑍 = 𝑇𝑟  𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐴 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐵         
𝑀

𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐴 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐵         
𝑀−1

… . 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐴 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐵         
1

 + 𝑂 𝛥𝜏2      (2.7) 

Hamiltoniyenin dekompozisyonundan sonraki aĢama spin-1/2 özdurumları, 𝑆𝑖
𝑧 , 

cinsinden Hilbert uzayında bir baz kümesinin ele alınması olacaktır.  

  𝜑1  =  ↑↑ ⋯  ↑↑  

  𝜑2  =  ↑↑ ⋯  ↑↓  

⋮

  𝜑2𝑁   =  ↓↓ ⋯  ↓↓  

         (2.8) 

Bu baz kümesi bir spin-1/2 zincirinin tüm olası durumlarını, 2
N 

farklı durumu, temsil 

etmektedir. Buradan hareketle kapalılık bağıntısı ifadesini tanımlayabiliriz. Denklem 2.9‘ 

da bu bağıntı açıkça gösterilmiĢtir. 

   𝜑   𝜑   = 1𝜑       (2.9) 

BölüĢüm fonksiyonu bu baz kümesi üzerinden kapalılık bağıntısı kullanılarak tekrar 

tanımlandığında, 
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𝑍 = 𝑇𝑟 𝑒−𝛽𝐻  =   𝜑0 𝑒−𝛽𝐻   𝜑0  𝜑0 

≈   𝜑0  𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐴 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐵         
𝑀

𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐴 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐵         
𝑀−1

… . 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐴 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐵         
1

  𝜑0  𝜑0 

=   𝜑0 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐴 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐵 …𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐴     𝜑1   𝜑1   𝜑1   𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐵   𝜑0  𝜑0 

=    𝜑0 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐴 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐵 …     𝜑2   𝜑2   𝜑2   𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐴   𝜑1   𝜑1  𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐵     𝜑1  𝜑0 𝜑0

(2.10) 

 Denklem 2.10 da belirtilen toplamlar   𝜑0  ‘ın izinden kaynaklanan baz kümelerini 

birbirinden ayırmak için üst simge olarak etiket kullanımı uygun görülmüĢtür.  

(  𝜑1  ,   𝜑2  ,   𝜑3  ) Bu yöntemle bölüĢüm fonksiyonu Z için Denklem 2.11 ifadesi elde 

edilmiĢtir. 

  𝜑0 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐴  𝜑2𝑀−1              
2𝑀

 𝜑 𝑖  𝜑2𝑀−1 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐵  𝜑2𝑀−2                
2𝑀−1

 𝜑2𝑀−2 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐴  𝜑2𝑀−3                
2𝑀−2

…

…  𝜑3 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐵  𝜑2            
3

 𝜑2 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐴  𝜑1            
2

 𝜑1 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐵  𝜑0            
1

+ 𝑂 𝛥𝜏2 
 (2.11)            

BölüĢüm fonksiyonunun Denklem 2.11 deki ifadesi Suzuki-Trotter dekompozisyonu 

olarak bilinir. Ising tipi d boyutlu kuantum sistem (Suzuki, 1976b; Suzuki, Miyashita, & 

Kuroda, 1977) ve (De Raedt & De Raedt, 1983) d+1 boyutlu klasik sisteme 

dönüĢtürülmüĢtür.  𝐻 𝐴 ve 𝐻 𝐵 nin her ikisi de komütatif bölümlerden oluĢmaktadır. 

Böylece Suzuki-Trotter dekompozisyonundaki her eksponansiyel, çift ve tek olarak 

bölünmüĢ hamiltonyenlerin çarpımı cinsinden ifade edilir. Bu ifade Denklem 2.12 ve 

2.13 de gösterilmiĢtir. 

𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐴 =  𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝑖 = 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 2𝑒−𝛥𝜏 𝐻 4 …𝑖 ç𝑖𝑓𝑡    (2.12) 

𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝐵 =  𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝑖 = 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 1𝑒−𝛥𝜏 𝐻 3 …𝑖 𝑡𝑒𝑘   (2.13) 
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ġekil 2.1. N=6 spin-1/2 ve Trotter sayısı (M) 5 olan kare spin örgüsü hale gelmiĢ spin 

zincirinin bölüĢüm fonskiyonunun satranç tahtası dekompozisyonunu temsil ede 

rastgele spin konfigürasyonu 

ġekil 2.1‘ de taralı kare Ģeklindeki bölgeler Denklem 2.12 ve Denklem 2.13 ile 

belirtilmiĢ olan eksponansiyel ifadelerin uygulandığı plaketler olarak adlandırılır. Tek ve 

çift olarak ayrı olarak uygulanan eksponansiyel ifadelerin toplamı bölüĢüm fonksiyonunu 

oluĢturur. ġekil 2.1‘de 6 adet spinden oluĢan Trotter sayısı 5 olan kare örgüde,   𝜑𝑖   

hallerinin periyodik sınır koĢullarına uyduğu kabul edilmiĢtir. Bu durum bölüĢüm 

fonksiyonunun yoğunluk matrisinin köĢegen elemanlarının bir toplamı olduğu 

gerçeğinden kaynaklı doğal bir sonuçtur (Denklem 2.11). Örgü noktasındaki her bir 

siyah nokta yukarı yönlü spini ve beyaz nokta ise aĢağı yönlü spini temsil etmektedir. 

Mavi çizgiler aĢağı yönlü spinleri; kırmızı çizgiler ise yukarı yönlü spinlerini 

birleĢtirmektedir. Bu çizgilere dünya çizgileri adı verilmektedir (Hirsch, Sugar, 

Scalapino, & Blankenbecler, 1982). Her taralı bölgeyi spin uzayında birbirine bağlayan 

bağlı sınır hamiltoniyenlerinin eksponansiyelinin temsil ettiği unutulmamalıdır. ġekil 2.1 

deki iki boyutlu yapı, spinlerin ayrık adımlar ile ilk   𝜑0   konfigürasyonundan   𝜑1   ‗e ve 

son olarak   𝜑2𝑀−1   halinden geri   𝜑0   ‗e ilerlediğini temsil eden uzay-zaman resmidir. 

Ġlk ve son adımdaki konfigürasyonlar birbirine eĢittir. Bu ilüstrasyon ―satranç tahtası 

dekompozisyonu‖ olarak ta bilinir (Barma & Shastry, 1978).    

Taralı bölgede yani plaketlerde spin çiftlerine etkiyen 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝑖  bir konfigürasyonun 

istatistik ağırlığını hesaplarken tüm taralı bölgelerdeki bu eksponansiyellerin matris 

elemanlarını çarpılmasında kullanılmaktadır. Her 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝑖  aslında i, i+1 noktalarında 

bulunan iki spinin bir zaman diliminden diğerine ilerlemesine temsil eden bir sanal 



26 

 

zaman evrimi operatörü gibi düĢünebiliriz.  Satranç tahtası dekompozisyonu ile her 

plakette 2
4 

= 16 olası spin konfigürasyonu bulunabilmektedir. Her konfigürasyon bir 

istatistiksel ağırlığı temsil etmektedir. Matris elemanlarının barındırdığı bu istatistiksel 

ağırlıklar ile aynı konfigürasyonların enerji değerleri kolayca hesaplanabilmektedir.  

Matris elemanlarının aldığı değerlerin ―0‖ olması hali de o matris elemanının temsil 

ettiği istatistik ağırlığının bulunmaması ve böylece o konfigürasyonun oluĢma 

durumunun olmaması anlamına gelmektedir. Bu durumlardaki konfigürasyonlar izinsiz 

ve diğerleri de izinli konfigürasyonlar olarak adlandırılmaktadır.   𝜑𝑗   =   𝜑𝑗    ile    𝜑𝑗     

hal kümesini t indisini alt indis biçiminde yazarsak, 𝑆 𝑖
𝑧‘nin öz durumlarını sembolize 

etmek için üst indis olarak z‘ yi rahatça kullanabiliriz.  

  𝜑𝑡  ≡   𝑆1,𝑗
𝑧     𝑆2,𝑗

𝑧   …   𝑆𝑁,𝑗
𝑧       (2.14a) 

𝑆 𝑖
𝑧   𝑆𝑖,𝑗

𝑧  = 𝑆𝑖,𝑗
𝑧    𝑆𝑖,𝑗

𝑧        (2.14b) 

Denklem 2.14a halini alırken Denklem 2.14b için 𝑆𝑖,𝑗
𝑧  öz fonksiyonunun (  ↑ ,   ↓  ) öz 

durumları için daha öncede belirtilmiĢ değerler 𝑆𝑖,𝑗
𝑧 = ∓1/2 Ģeklinde olacaktır. Denklem 

2.15 te tüm örgü noktalarındaki spinlerin yukarı yönlü spin olduğu bir konfigürasyon için 

istatistiksel ağırlığın nasıl hesaplandığı gösterilirmiĢtir. 

𝑊(𝑆𝑃) ≡  𝜑𝑗  𝑒
−𝛥𝜏 𝐻 𝑖  𝜑𝑗+1      (2.15) 

p dört klasik spinden oluĢan plaketin konumlarını temsil etmektedir.  

𝑝 = ( 𝑖, 𝑗 ,  𝑖 + 1, 𝑗 ,  𝑖, 𝑗 + 1 , (𝑖 + 1, 𝑗 + 1))  (2.16) 

Sp, lokal spin konfigürasyonu olarak Denklem 2.17 deki gibi tanımlanmıĢtır. 

𝑆𝑝 ≡ (𝑆𝑖,𝑗
𝑧 , 𝑆𝑖+1,𝑗

𝑧 , 𝑆𝑖,𝑗+1
𝑧 , 𝑆𝑖+1,𝑗+1

𝑧 )   (2.17) 

Böylece 𝑊 𝑠𝑃 ≡  𝑆𝑖,𝑗
𝑧 , 𝑆𝑖+1,𝑗

𝑧  𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝑖  𝑆𝑖,𝑗+1
𝑧 , 𝑆𝑖+1,𝑗+1

𝑧   ifadesi ile istatistiksel ağırlık 

hesabı yapılarak 4×4 bir matris elde edilecektir. Bu matris istatistiksel ağırlıkları 

muhafaza eden yoğunluk matrisi olarak ta düĢünülebilir. ġekil 2.20‘deki örnekte 

𝑆𝑝 ≡ (1,1,1,1) ve 𝑊 𝑠𝑃 ≡  11 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝑖  11  dir. 
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ġekil 2.2. Taralı plaket örneği 

ġekil 2.2‘de kırmızı renkli kalın çizgiler, imajiner zaman doğrultusunda birbirini takip 

eden iki yukarı spinin dünya çizgisini temsil etmektedir. 

𝑍 ≈   𝑊(𝑆𝑝)𝑝𝑆𝑖,𝑗
𝑧       (2.18) 

 𝑆𝑖,𝑗
𝑧  iki boyutlu hale gelen örgü sistemindeki tüm 𝑆𝑖,𝑗

𝑧  spin konfigürasyonları 

üzerinden toplam ifade ederken,  𝑝  ise örgüdeki bütün taralı plaketlerin çarpımı 

olarak geniĢletilmiĢtir. 

Ġmajiner zaman doğrultusunda periyodik sınır koĢulları, bölüĢüm fonksiyonu tanımından 

oluĢmaktadır. Spin uzayı yani gerçek uzayda da periyodik sınır koĢulları kullanılan 

Hamiltoniyen düzenlenerek oluĢturulabilir. ġekil 2.2 ile görselleĢtirilen dünya çizgileri 

(kırmızı dikey çizgiler) konfigürasyonları kümesi sanal zaman boyunca periyodik sınır 

koĢullarını sağlayarak klasik istatistik bir model tanımlamaktadır. Eğer belli bir dünya 

çizgisi konfigürasyonu C‗ nin istatistiksel ağırlığı tüm taralı P plaketlerinin matris 

elemanlarının çarpımına eĢit ise bahsi geçen klasik model kuantum bölüĢüm fonksiyonu 

ile aynı bölüĢüm fonksiyonuna sahiptir. 

𝑊 𝐶 =  𝑊𝑃(𝐶|𝑃)𝑃      (2.19) 

Denklem 2.18 de 𝑊𝑃(𝐶|𝑃), C konfigürasyondaki P plaketi için 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝑖 ‗ in matris 

elemanına tekabül etmektedir. 

Tek boyutlu kuantum spin zinciri böylece iki boyutlu klasik model halini almıĢtır. 

BölüĢüm fonksiyonu 𝑍 = lim𝑚→∞ 𝑍(𝑚) olduğunu hatırlayalım. Buradaki m ifadesi 

fonksiyonun m. yaklaĢıklığı olduğunu belirtir. Denklem 2.15 ve 2.18 ifadeleri yardımıyla 

2 boyutlu spin-1/2 sisteminin bölüĢüm fonksiyonu ile termodinamik nicelikler, 
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korelasyonlar ve lokalize dolaĢıklığın sınırları m. yaklaĢıklık üzerinden hesaplanabilir.  

2.1.2. Zassenhaus YaklaĢımı 

Magnus çalıĢmalarından birinde Zassenhaus tarafından yayınlanmamıĢ bir referanstan 

bahsetti. Baker–Campbell–Hausdorf formülünün ikizi olarak sayılabilecek bir formül ile 

ilgiliydi.(Magnus, 1954; Zassenhaus, 1939) 

𝑒𝜆(𝑋 +𝑌 ) = 𝑒𝜆𝑋 𝑒𝜆𝑌 𝑒𝜆2𝐶 2𝑒𝜆3𝐶 3 …   (2.20) 

{Cn}diğer bir yandan tekrarlı bir Ģekilde yazılarak (Suzuki, 1976a) genel Cn ifadesi elde 

edilir. (Denklem 2.22) (Suzuki, 1977) 

𝐶 2 =
1

2
[

𝜕2

𝜕𝜆2
(𝑒−𝜆𝑌 𝑒−𝜆𝑋 𝑒𝜆(𝑋 +𝑌 ))]𝜆=0 = −

1

2
[𝑋 , 𝑌 ]

𝐶 3 =
1

3!
[

𝜕3

𝜕𝜆3 (𝑒−𝜆2𝐶 2𝑒−𝜆𝑌 𝑒−𝜆𝑋 𝑒𝜆(𝑋 +𝑌 ))]𝜆=0 =
1

3
[𝐶 2, 𝑋 + 2𝑌 ]

  (2.21) 

𝐶 𝑛 =
1

𝑛!
[

𝜕𝑛

𝜕𝜆𝑛 (𝑒−𝜆𝑛−1𝐶 𝑛−1 … 𝑒−𝜆2𝐶 2𝑒−𝜆𝑌 𝑒−𝜆𝑋 𝑒𝜆(𝑋 +𝑌 ))]𝜆=0   (2.22) 

Böylece 𝑒𝜆(𝑋 +𝑌 ) ifadesi Denklem 2.23‘teki halini almaktadır. 

𝑒𝑋 +𝑌 = 𝑒𝑋 𝑒𝑌 𝑒−
1

2
[𝑋 ,𝑌 ]𝑒−

1

12
( 𝑋 , 𝑋 ,𝑌   − 𝑌 , 𝑋 ,𝑌   ) …    (2.23) 

Sonuç bölümünde bölüĢüm fonksiyonunu 𝑍 = 𝑇𝑟(𝑒−𝛽𝐻 ) hesaplamak için kullanılacak 

𝑂 = 𝑒−𝛽𝐻  operatörü ile yoğunluk matrisini bulmak için kullanılacaktır.  

2.1.3. Monte Carlo Yol Ġntegrali 

Simülasyonlarda zamanın çoğunu integral hesaplamalar alır. Özellikle kuantum 

mekaniksel sistemlerde bu integraller çok boyutludur ve Monte Carlo yöntemi ile çok 

boyutlu integrasyonlar çok daha hızlı hesaplanabilir. Nümerik yöntemler genelde, 

integral alınacak bölgede seçilen noktalar ile elde edilen integrantın toplanmasını temel 

alır. Monte Carlo yönteminde rastgele sayıları üretilir ve bu sayılar kullanılarak integral 

yaklaĢık olarak hesaplanır. Mesela N parcacıklı bir sistem için bazı integral 

hesaplamalar yapalım. Aslında M boyutlu uzayda N*M kadar integral hesaplamak 

gerekecektir. Her integrasyon için seçeceğimiz nokta sayısı L olduğunu farz edelim. 
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Tüm hesabın L
N*M

 adımda biteceği gerceği aniden belirmektedir. Bu ise çok fazla iĢlem 

zamanına tekabül edecektir ki nokta sayısının 10 dan büyük seçilecek olduğunu 

düĢünürsek önemli bir iĢlem zamanına denk gelecektir (Cancio & Chang, 1995). 

Geleneksel yöntemlere göre çok boyutlu integrallerde Monte Carlo yönteminin daha 

baĢarılı olduğunu belirtmiĢtik. Mesela tek boyutlu bir f(x) fonksiyonu ele alalım. 

𝐼 =  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
=   𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

𝑁−1
𝑖=1    (2.21) 

I‘nın alacağı değer ġekil 2.3 ile verilen f(x) fonksiyonunun [a,b] aralığının altında kalan 

alandır. [a,b] aralığında aynı alandaki dikdörtgenlerin alanlarını toplayarak S alanı 

bulunabilir. Bu aralığın N nokta ile N+1 adet dikdörtgene bölünmesi halinde I ifadesi 

aĢağıdaki hali alır. 

𝐼 ≈  𝑓(𝑥𝑖)
𝑁
𝑖=1 ∆𝑥𝑖      (2.22) 

Simpson yaklaĢımında f(x)‘ in [xi, xi+1] aralığındaki kısmına ikinci dereceden 

polinomlar vasıtasıyla yaklaĢılır.  

𝐼 =  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
=   𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑥2𝑖+1

𝑥2𝑖−1

(𝑁−1)/2
𝑖=1

𝐼 =  
∆𝑥𝑖

3

𝑁−1
𝑖=1  𝑓 𝑥2𝑖−1 + 4𝑓 𝑥2𝑖 + 𝑓 𝑥2𝑖+1  

  (2.23)
 

Simpson yöntemi ile yapılan integral alma iĢleminde hata N
−4/M

 ile ölçeklidir. Burada 

N; seçilen nokta sayısını ve M ise boyutu ifade eder. Ġntegrasyon boyutu arttıkça, 

seçilen nokta sayısıyla hatanın azalıĢ hızı azalmaktadır.  

Deterministik olmayan yanıyla Monte Carlo yöntemi, ġekil 2.3‘ de gösterildiği gibi [a, 

b] aralığında belli bir alan içerisinde (c*(b-a)) olan f(x) fonksiyonunun önceden 

belirlenmiĢ N adet nokta sayısı ile integrasyon aralığı belirlenerek uygulanır. 
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ġekil 2.3. S, x=a ve x=b aralığında y=f(x) eğrisinin altında kalan alan olmak üzere yol 

integrali grafiği 

N sayıdan N1 tanesi A; N2 tanesi S bölgesinde ise S bölgesinin alanından I yaklaĢık, 

𝐼 ≈
𝑁2

𝑁
𝑐 𝑏 − 𝑎      (2.24) 

olarak hesaplanır. Ortalama değer ile integrasyon için ise f fonksiyonunun belirtilen 

aralıktaki ortalaması geliĢigüzel N adet nokta ile 

 𝑓 =
1

𝑁
 𝑓(𝑥𝑖)

𝑁
1      (2.25) 

olarak hesaplanır. Ayrıca  𝑓2  ifadesi Denklem 2.26‘daki gibi olacaktır. 

 𝑓2 =
1

𝑁
 𝑓2(𝑥𝑖)

𝑁
1      (2.26) 

Monte Carlo Yöntemiyle alınan integralde ise hata 1/√N ile ölçeklidir. Monte Carlo 

integrasyonunda ise hata boyuta bağlı olmadığı için çok boyutlu integrasyon yapılacağı 

durumlarda farkını ortaya koymaktadır. ġekil 2.4‘ te N adet nokta için, Simpson Kuralı 

ile alınan 2, 3, 8 ve 15 boyutlu integraller için hata payları ile MC metodu kullanılarak 

alınan integrallerin hata payı karĢılaĢtırılmıĢtır. YeĢil dörtgen ile gösterilen Monte Carlo 

yöntemine ait eğri ile mavi üçgen (d=8) üst üste gelmektedir. M=8 için hata payı MC ile 

aynıdır. 8 den büyük değerler için Simpson kuralı kullanıĢsızdır. Yani hata payı MC 

metoduna göre daha fazladır. 
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ġekil 2.4. Monte Carlo yöntemi (MC) ile Simpson yöntemi ile hesaplanan d boyutlu 

integrallerin hata payının karĢılaĢtırılması  

2.1.4. Önem Örneklemesi ve Metropolis Algoritması 

Bir önceki bölümde bahsedilmiĢ integrasyonu icra ederken bazı fonksiyonlar çok az 

katkı sağlar (neredeyse sıfır). Bu noktaları daha düĢük ağırlıkla hesaplarken daha büyük 

katkılar veren noktalar üzerinden integrali almak zamansal kazanım sunacaktır. Böylece 

integrasyonu tanımlayan olasılık dağılım fonksiyonuna ihtiyaç ortaya çıkmıĢtır. Önem 

örneklenmesinde g(x) olasılık dağılım fonksiyonu olarak ele alınırsa, 

𝐼 =  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
=  

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
    (2.27) 

biçiminde yazılır ve ifadenin f(x)/g(x)‘in ortalaması olduğu aĢikar olmaktadır. Böylece 

g(x)‘e uygun dağılmıĢ noktalar kullanılarak alınan integral ortalama integrale iyi bir 

yaklaĢımdır.  

𝐼 ≈
1

𝑁
 

𝑓(𝑥𝑖)

𝑔(𝑥𝑖)

𝑁
𝑖=1      (2.28) 

Metropolis yöntemi (Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth, Teller, & Teller, 1953) 

mevcut durumdan bir sonraki duruma geçiĢ için sistemin bu ilk ve son hallerinin enerji 



32 

 

farklarına bağlı bir geçiĢ olasılığı kullanır. Bu durumların sıralı yapısı Monte Carlo 

zamanı ile oluĢturulur ve deterministik değildir. Ising modeli gibi stokastik modellerde 

(Joyce, 1972)zamana bağlı bu davranıĢ bir ana denklem ile tanımlanır. 

𝜕𝑃𝑛 (𝑡)

𝜕𝑡
= −  𝑃𝑛 𝑡 𝑊𝑛→𝑚 − 𝑃𝑚  𝑡 𝑊𝑚→𝑛 𝑛≠𝑚    (2.29) 

Burada 𝑃𝒏(𝑡), sistemin t anında n durumunda bulunma olasılığı iken; 𝑊𝑛→𝑚 , n halinden 

m haline geçiĢ olasılığıdır. Denge durumunda 
𝝏𝑷𝒏(𝒕)

𝝏𝒕
= 0‘dır. Böylece eĢitliğin sağ 

tarafındaki iki terim birbirine eĢit olmak zorundadır.  

𝑃𝑛 𝑡 𝑊𝑛→𝑚 = 𝑃𝑚  𝑡 𝑊𝑚→𝑛      (2.30) 

Buna detaylı denge durumu (detailed balance) denir. n. halin oluĢma olasılığı ise Z 

bölüĢüm fonksiyonu; kB , Boltzmann sabiti ve T sıcaklık olmak üzere 

𝑃𝑛 𝑡 =
𝒆

−
𝑬𝒏

𝒌𝑩𝑻

𝑍
       (2.31) 

Paydadaki Z zorluk çıkaran bir ifadedir. Bu zorluğu yenmek için Markov zinciri 

oluĢturulabilir: Her yeni durumu direkt bir önceki durumdan oluĢturmak. Eğer n.nci 

durumdan bir m.nci durum oluĢturursak paydadaki Z ortadan kalkar ve göreli olasılık 

her halin kendi olasılığının bölümü halini alır. Sonuç olarak iki durum arasındaki enerji 

farkı, 

∆𝐸 = 𝐸𝑛 − 𝐸𝑚      (2.32) 

Detaylı denge durumuna uyacak herhangi bir geçiĢ olasılığı kabul edilebilir. Ġstatistik 

fizikte ilk kullanılan seçim olasılığı Metropolis formudur (Metropolis ve ark., 1953).  

2.2. Spin Yönelimi DeğiĢtirme Yöntemleri 

Spinlerin yönelimeleri, lokal ve/veya lokal olmayan (non-local veya global) Ģekilde 

değiĢtirilir. Lokal olan durum ġekil 2.5 ile örneklenmiĢtir. ġekil 2.5(a) spinlerin ilk 

durumu, ġekil 2.5(b) spin yönelimleri değiĢtikten sonraki durumu göstermektedir. Lokal 

değiĢiklikler  net mıknatıslanmayı değiĢtirmemektedir. Bunun nedeni örgüde hali hazırda 

var olan spinlerin sadece yerlerinin değiĢtirilmiĢ olmasıdır. Bu yüzden lokal olmayan 
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değiĢiklikler önem taĢımaktadır. Lokal değiĢiklikler dünya çizgilerinin sayısı ve global 

özellikleri değiĢtirmediği için global olanlara ihtiyaç duyulmuĢtur. Periyodik sınır 

koĢulları her iki eksende de uygulanmaktadır.  

ġekil 2.5. Seçilen örgüdeki spinin bulunduğu taralı olmayan plakete lokal olarak spin 

yönelimi değiĢimi (a) uygulanmamıĢ durum  (b) uygulanmıĢ durum 

Global spin yönelimi değiĢikliklerine örnek olarak imajiner uzay tipi (ġekil 2.6) veya 

gerçek uzay tipi (ġekil 2.7) yönelim değiĢiklikleri verilebilir. Ġlk tipin uygulanması için 

herhangi bir imajiner zamandaki spinlerin hepsi seçilir ve bu spinlerin hepsi ters çevrilir. 

Ġkinci tip için gerçek uzayda rastgele seçilen parçacığa denk gelen imajiner uzaydaki tüm 

spinler ters çevirilir fakat bu Ģekilde oluĢturulan yeni hallerin kabulu zordur. Her spin bir 

dörtlü spin yapsına dahil olduğu için değiĢiklik yapıldıktan sonra izinsiz haller oluĢabilir. 

Kritik yavaĢlama problemi parçacık sayısı ve mıknatıslanmanın korunumu yani dünya 

çizgileri sayısının korunumu ve ayrıca grand-kanonik topluluğun örneklenememesi, lokal 

spin yönelimi değiĢimlerinin bir sorunudur. Ayrıca ikinci seviye faz geçiĢlerinde kritik 

yavaĢlama problemi de mevcuttur. Bu sorun ‗loop algoritması‘ ile çözülmüĢtür. Ayrıca 

kuantum Monte Carlo simülasyonlarında bir diğer problem de negatif iĢaret problemidir.  
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ġekil 2.6. Kesikli çizgi seçilen Trotter sayısını belirtirken, taralı plaketlerdeki sayılar 

spin yönelimi değiĢimi (a) öncesinde verteks ağırlıkları (b) sonrasında oluĢan yeni  

hallerin verteks ağırlıklarını belirtmektedir 

ġekil 2.7. Kesikli çizgi seçilen gerçek uzay noktasını belirtirken, taralı 

plaketlerdeki sayılar spin yönelimi değiĢimi (a) öncesinde verteks ağırlıkları (b) 

sonrasında oluĢan yeni  hallerin verteks ağırlıklarını belirtmektedir. 

2.3. Negatif ĠĢaret Problemi 

Kuantum sistemlerin Monte Carlo simülasyonunda özellikle fermiyonik modellerde 

negatif iĢaret problemi sıkça karĢılaĢılmaktadır. Bu KMC simülasyonların ana ve en 

önemli problemlerinden biridir (Loh Jr ve ark., 1990). Ağırlıkların negatif olması, 

sistemin evrilmesi sırasında karar mekanizmasını kökten etkilemekte ve modelin 

çalıĢmaz hale gelmesini sağlamaktadır. Ġzinli kuantum Monte Carlo dünya çizgisi 

konfigürasyonlarının tamamen negatif olması halini düĢünün. Bu konfigürasyonlar için 

negatif bir olasılık değeri atanamaz çünkü olasılık değerleri pozitif olmalıdır. Bu 
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durumun sorun teĢkil etmeyeceğini ilk etapta basit bir akıl yürütme ile düĢünebiliriz. 

Diyebiliriz ki bir spin zincirinde veya kare örgüde yani her hangi iki parçalı örgü graf 

yapısında izinli kuantum Monte Carlo konfigürasyonundaki spin değiĢ tokuĢ 

plaketlerinin toplam sayısı çift olacaktır. Bunun sonucunda konfigürasyonların 

ağırlıkları toplamı pozitif kalacaktır. (Heisenberg Antiferromanyet için tüm ağırlıklar 

pozitif olacağı için dünya çizgisi konfigürasyonlarının Monte Carlo örnekleme metodu 

uygulanabilir) Örgü iki parçalı değilse durum değiĢir. Üçgen tek örgüyü göz önüne 

alalım.(KöĢelerde 3 adet spin-1/2 parçacığın oluĢturduğu graf) Sağ köĢedeki spinden 

baĢlayarak saat yönünde lokal spin konfigürasyonlarını değiĢtirerek ilk konfigürasyona 

ulaĢtığımızı farz edelim. Böylece tek sayıda spin değiĢ tokuĢu uygulamıĢ olmaktayız. 

Üçgen örgüde (iki parçalı olmayan örgü) 𝑊 𝑆  ağırlıkları artık pozitif olmak zorunda 

değildir; negatif değerler de alabilir. Bu durumda ―Bu tip konfigürasyonlar için nasıl 

Monte Carlo benzeĢtirimi yapılabilir?‖ sorusu sorulabilir.  

𝑍 =  𝑊 𝑆 =   𝑊 𝑆   .  𝑆𝑔𝑛(𝑆)𝑆𝑆    (2.40) 

Denklem 2.40 ile verteks ağırlığı, mutlak değeri ve iĢaretinin çarpımı Ģeklinde ifade 

edildi. 

𝑆𝑔𝑛 𝑆 =
𝑊(𝑆)

 𝑊(𝑆) 
= ±1    (2.41) 

ġimdi antiferromanyetik bir sistemi simüle ettiğimizi farz edelim ve iĢareti görmezden 

gelelim. Aslında bu kesinlikle ferromanyetik Heisenberg modelini aynı örgüde Denklem 

2.42 deki bölüĢüm fonksiyonu ile simüle etmek demektir. 

𝑍𝐹 =   𝑊 𝑆   𝑆      (2.42) 

Antiferromanyetik modelde bir A gözlenebilirinin beklenen değeri denklem 2.43 ile 

verildiği gibi elde ederiz. 

 𝐴 =
1

𝑍
 𝑊 𝑆 𝐴 𝑆 𝑆

 𝐴 =
1

𝑍

𝑍𝐹

𝑍𝐹
  𝑊 𝑆   . 𝑆𝑔𝑛 𝑆  . 𝐴 𝑆 𝑆

 𝐴 =
𝑍𝐹

𝑍

1

𝑍𝐹
  𝑊 𝑆   . 𝑆𝑔𝑛 𝑆  . 𝐴 𝑆 𝑆                   

 𝑆𝑔𝑛 .𝐴 𝐹

   (2.43) 
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Ferromanyetik modeldeki simülasyonda  𝑆𝑔𝑛. 𝐴 𝐹‘ nın beklenen değeri ve iĢaretin 

kendisinin beklenen değerinden A gözlenebilirinin beklenen değeri bulunabilir. 

𝑍

𝑍𝐹
=  𝑆𝑔𝑛 𝐹       (2.44) 

 𝐴 =
 𝑆𝑔𝑛 .𝐴 𝐹

 𝑆𝑔𝑛  𝐹
      (2.45) 

ġu andan itibaren antiferromanyetik modelde A beklenen değerinin elde edilmesi için 

sadece ferromanyetik modeli simüle edilmesi ve  𝑆𝑔𝑛. 𝐴 𝐹 ile  𝑆𝑔𝑛 𝐹  ölçümünün 

yapılması yeterli olacaktır.  

2.4. Loop Algoritması 

Bir Kuantum Monte Carlo prosedürü olarak ilk kez ―Lattice 91‖ ‗de (Tsukuba, Japonya) 

geliĢtirilen Loop algoritması (Evertz, Lana, & Marcu, 1993; Evertz & Marcu, 1993; 

Kawashima, Gubernatis, & Evertz, 1994), geleneksel dünya çizgileri algoritmalarının 

neredeyse tüm zorluklarını, dünya çizgileri konfigürasyonunda lokal stokastik kararlarla 

belirlenmiĢ lokal olmayan değiĢiklikler yaparak aĢmaktadır. Stokastik seri açılımı (SSE) 

(A W Sandvik, 1992; Anders W Sandvik, 1997; Anders W Sandvik & Kurkijärvi, 1991) 

ve imajiner zaman dünya çizgileri formülasyonunu da (Scalettar, 1998) kapsayan 

sayısız modele uygulanabilmektedir. Klasik istatistiksel sistemde Swendsen-Wang‘ın 

geliĢtirdiği küme algoritmaları (Swendsen & Wang, 1987) ile iliĢkilidir. Kümeler 

―loop‖ Ģeklinde olduğu için bu adı almaktadır. BaĢlıca özellikleri; otokorelasyonların 

indirgenmiĢ olması, sürekli zaman (Trotter yaklaĢımını tamamen elimine ederek) Monte 

Carlo için kolayca formüle edilebilirliği, geliĢmiĢ değerlendiricilerle (Improved 

Estimators) ölçülen niceliklerin hatalarının indirgenerek gözlenebilirlerin loop-

özellikleri cinsinden formüle edilebilmesi, köĢegen olmayan operatörlerin geliĢmiĢ 

değerlendiricilerle ölçülebilmesi ve iĢaret probleminin üstesinden gelebilmesi (özellikle 

fermiyonik sistemlerde) olarak sıralanabilir. Ayrıca geleneksel dünya çizgilerine oranla 

algoritma daha kolay programlanabilir. 

Küme algoritmalarında yeni Gp değiĢkenleri tanımlanmıĢtır. 𝑊𝑝 𝑆𝑝 , 𝐺𝑝 ≥ 0 olmak 

üzere Gp, plakette tanımlanmıĢ bir graf değiĢkenidir. ġekil 2.10 da graf örnekleri 

gösterilmiĢtir. Gp=1, Gp=2 ve Gp=3 graf değiĢkeni, bağlantı kurduğu köĢe spinlerinin 
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herhangi ikisinin yöneliminin değiĢeceği anlamına gelmektedir. Gp=4 ise plaketteki tüm 

spinlerin hepsinin yöneliminin değiĢeceğini belirtir. Bu spin yönelim değiĢimleri 

bilgisini elinde tutan graf değiĢkenleri oluĢacak yeni 4‘lü spin durumunun izinli olup 

olmadığı bilgisini ∆ 𝑆𝑝 , 𝐺𝑝  vasıtasıyla vermiĢ olurlar.    

𝑊𝑝 𝑆𝑝 =  𝑊𝑝 𝑆𝑝 , 𝐺𝑝 𝐺𝑝
    (2.46) 

Bu durumda bölüĢüm fonksiyonu Z, Denklem 2.18 ve Denklem 2.46 yardımıyla 

Denklem 2.47 Ģeklinde ifade edilir. 

𝑍 =   𝑊(𝑆𝑝)𝑝𝑆 =   𝑊𝑝 𝑆𝑝 , 𝐺𝑝 𝑝𝑆,𝐺    (2.47) 

 𝐺  toplamı, bölüĢüm fonksiyonunu graf değiĢkenlerinin tüm konfigürasyonları 

üzerinden geniĢletmektedir. Bir plaketin N bileĢeni var ise plaketteki kırılmaların 

(breakup) sayısı Nb(N) Denklem 2.48 ve Denklem 2.49‘daki gibi tanımlanır.  

𝑁𝑏 𝑁 =  𝑔(𝑁, 𝑘)𝑁
𝑘      (2.48) 

 𝑃𝑖𝑔 𝑁, 𝑖 = 𝑘𝑁       (𝑘 = 1, 2, … , 𝑁)𝑘
𝑖=1    (2.49) 

Herhangi bir kırılma parçasında spinler benzer Ģekilde değiĢtirilirse, tek bir 

konfigürasyondan birçok tip spin konfigürasyonu elde edilir. Graf değiĢkeni Gp‘nin 

değeri böyle bir spin konfigürasyonu grubunu tanımlar. Gp durumlarının sayısı O(αN
) 

gibi hızlıca artar. Fakat Monte Carlo simülasyonunda durumların sayısı az olduğu için 

çok önem arz etmemektedir. Fortuin (C M Fortuin, 1969) ve Kasteleyn‘e göre 

(Cornelius Marius Fortuin & Kasteleyn, 1972) 𝑊 𝑆𝑝 , 𝐺𝑝 , Denklem 2.50‘deki gibi 

tekrar yazılabilir. 𝑣𝑝(𝐺𝑝), Gp grafının graf ağırlığı olarak adlandırılır ve Denklem 2.50 

kullanılarak hesaplanır.  

𝑊𝑝 𝑆𝑝 , 𝐺𝑝 = 𝑣𝑝(𝐺𝑝)∆(𝑆𝑝 , 𝐺𝑝)    (2.50) 

∆ 𝑆𝑝 , 𝐺𝑝 =  
1,                  𝑆𝑝 ∈ 𝐺𝑝

 0, 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟  
      (2.51) 

Geleneksel Monte Carlo algoritması ile üretilmiĢ bir Markov süreci spin konfigürasyon 

uzayında 𝑆(1) → 𝑆(2) → 𝑆(3) → ⋯ Ģeklindedir. Bir küme algoritmasının Markov süreci 
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ise spin ve graf konfigürasyonları uzaylarında birbirini izleyerek  

𝑆(1) → 𝐺(1) → 𝑆(2) → 𝐺(2) → 𝑆(3) → 𝐺(3) → ⋯ devam eder. Spin ve graf 

konfigürasyonları arasındaki geçiĢ olasılıkları Denklem 2.52 ve Denklem 2.53‘te 

tanımlanmıĢtır. 

𝑃(𝑆 → 𝐺) ≡
 𝑊𝑝  𝑆𝑝 ,𝐺𝑝  𝑝

  𝑊𝑝  𝑆𝑝 ,𝐺𝑝
′  𝑝𝐺′

    (2.52) 

𝑃(𝐺 → 𝑆) ≡
 𝑊𝑝  𝑆𝑝 ,𝐺𝑝  𝑝

  𝑊𝑝  𝑆′𝑝 ,𝐺𝑝  𝑝𝑆′
    (2.53) 

𝑆 ≡∪𝑝 𝑆𝑝  ve 𝐺 ≡∪𝑝 𝐺𝑝 , sırasıyla global spin ve graf konfigürasyonlarıdır. Bir 

plaketteki her lokal geçiĢ Denklem 2.54 ile belirlenir.  

𝑃(𝑆𝑝 → 𝐺𝑝) ≡
𝑊𝑝  𝑆𝑝 ,𝐺𝑝  

 𝑊𝑝  𝑆𝑝 ,𝐺𝑝
′  

𝐺𝑝
′

    (2.54) 

Yukarıda verilen geçiĢ olasılıkları detaylı denge durumunu sağlamaktadır. Markov 

zincirinde herhangi bir S spin konfigürasyonunun ve G graf konfigürasyonunun olasılığı 

sırasıyla Denklem 2.55 ve Denklem 2.56 ile tanımlanmıĢtır.  

𝑃 𝑆 =
1

𝑍
  𝑊𝑝(𝑃𝐺 𝑆𝑝 , 𝐺𝑝) =

1

𝑍
 𝑊𝑝(𝑆𝑝)𝑝    (2.55) 

𝑃 𝐺 =
1

𝑍
  𝑊𝑝(𝑃𝑆 𝑆𝑝 , 𝐺𝑝)    (2.56) 

G global graf konfigürasyonları spinlerin sistem içerisinde sadece nasıl bölündüğünü 

belirttiği için, bir spin konfigürasyonu farklı konfigürasyonlar arasından Denklem 2.53 

ile göre belirlenebilir. Bu spin konfigürasyonları arasında global farklılıklar vardır. 

Monte Carlo sürecinde lokal olmayan böyle bir spin yönelimi değiĢimi, Denklem 2.54 

ile verilen her plaketteki her lokal stokastik karar ile çıkarılmıĢ olur. Sistemdeki 

kümelerde bulunan spinleri aynı anda güncelleĢtiren algoritma ise küme algoritması 

(cluster algorithm) olarak adlandırılır. Küme algoritması geleneksel lokal spin yönelimi 

değiĢimi algoritmalarına göre önemli avantajlara sahiptir. Ġkili spin korelasyon 

fonksiyonu bu ikili örgü noktalarını aynı kümeye ait olduğunu söyleyen olasılık 

fonksiyonunu ile özdeĢtir. Böylece küme algoritması baĢarılı Monte Carlo 

konfigürasyonları arasındaki otokorelasyon zamanını oldukça azaltır. Ayrıca loop 
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algoritmaları büyük sistemler ve düĢük sıcaklıklarda KMC simülasyonlarına olanak 

sağlar. Kuantum modellerde ergodikliği sağlamak için dünya çizgileri algoritması yapay 

global spin yönelimi değiĢimine ihtiyaç duyar. Küme algoritmasında sadece doğal 

global spin yönelim değiĢimi mevcuttur. Kümeler (loop) çevrim Ģeklinde olduğundan 

dolayı bu küme algoritması Denklem 2.57 ile verilen korunum kuralı doğrultusunda 

loop algoritması olarak adlandırılır. Loop algoritması hem ayrık imajiner zamanda hem 

de sürekli imajiner zamanda uygulanabilir. 8 adet olası 4‘lü spin konfigürasyonları ġekil 

2.8‘de,  ġekil 2.9‘da bu konfigürasyonların verteks okları ile temsili ve ġekil 2.10 ile de 

plaket kırılmaları (breakup) örnek olarak gösterilmiĢtir. 

 

ġekil 2.8. Sekiz olası 4‘lü spin-1/2 durumları ve verteks ağırlıkları (Wi): üstteki sıra 

siyah noktalar yukarı yönlü beyaz noktalar ise aĢağı yönlü spinleri temsil etmektedir 

ġekil 2.9‘da aĢağı ve yukarı yönlü spinlerin, verteks okları ile temsili gösterilmektedir. 

Siyah renkli verteks okları yukarı yönlü spinleri, gri renkli oklar ise aĢağı yönlü spinleri 

takip etmektedir. ġekil 2.8‘de plaketin köĢesinde bulunan spin yönelimlerinin verteks 

okları ġekil 2.9‘da belirtilmiĢtir. 

 

ġekil 2.9. olası 4‘lü spin-1/2 durumlarının verteks okları gösterimi 

 

ġekil 2.10. 4‘li spin-1/2 durumlarının plaket kırılmaları 
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ġekil 2.10 da Gp=4 kırılması 4 spini birden dondurduğu için, donmuĢ kırılma olarak 

adlandırılır. Diğer kırılmalar plaketi iki parçaya bölmektedir. DonmuĢ kırılmalar 

diğerlerine göre daha geniĢ kümeler oluĢturulmasına vesile olurlar. Unutulmaması 

gereken bir nokta verimli bir simülasyon için kümelerin küçük olmasının uygun 

olacağıdır. Böylece donmuĢ kırılmalara geçiĢ olasılığı da daha küçük bir değerde 

olacaktır. 

 

ġekil 2.11. Loop algoritması ile bir güncelleme örneğinin (a) dünya çizgileri ile 

gösterimi  (b) verteks okları ile gösterimi 

ġekil 2.11(a) da kullanılmıĢ olan kalın düz çizgi tek bir dünya çizgisidir. Noktalı kesikli 

çizgi olası bir çevrimi temsil etmektedir. Çevrim boyunca spinler ters çevirilince kesikli 

dünya çizgisi oluĢmaktadır. Buradaki çevrim lokal olacak kadar küçük değildir. ġekil 

2.11(b)‘de aynı durumun verteks okları ile temsili gösterilmektedir. Çevrim kalın 

oklarla temsil edilmektedir. Verteks gösterimde her çevrim spin konfigürasyonun 

oklarını takip etmektedir. Yani çevrim, zaman yönünde yukarı yönlü spinler ile dünya 

çizgisi oluĢturmaktadır. AĢağı yönlü oklar dünya çizgisi oluĢturmaz. Loop 

algoritmasının bir Monte Carlo güncellemesinin en temel prosedürü iki stokastik 

haritalamadan oluĢmaktadır: Spinlerden spinler artı çevrimlere oradan da yeni spinlere. 

Çevrimin izleyeceği yön belirlenir. Seçilen plakette bulunan spinlerin konfigürasyonuna 

ait geçiĢ olasılığı ile her taralı (gri) plaket için bir kırılma (breakup) seçilir. Bu 

kırılmalar oluĢturulacak kümeler kurulur. 
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Kümede çevrim doğrultusunda tüm okların yönleri değiĢtirildiğinde her küme uygun 

olasılıkla tersinmiĢ olur. Böylece yeni spin konfigürasyonları oluĢmuĢ olur. Olasılıkların 

değeri, Hamiltoniyene ve önceki spin konfigürasyonlarına bağlıdır. 

Sürekli imajiner zamanda ∆𝜏 → 0 (
𝛽

𝑀
→ 0) olduğu için dünya çizgileri Trotter 

doğrultusu boyunca her yerde süreklidir ve bazen komĢu örgü noktasına atlayabilir. Bu 

atlamalar anlık olduğundan, dünya çizgileri konfigürasyonu, dünya çizgilerinin atladığı 

imajiner zamanı tayin ederek tanımlanır. Ġmajiner zaman aralıklarının sonsuz küçük 

olduğu durum için 𝐻 𝑖 , Gp graf değiĢkenleri ile doğrudan temsil edilebilir.  

 𝜑𝑗  𝐻 𝑖  𝜑𝑗 +1 ≡ − 𝑎𝑝 Gp ∆ 𝑆𝑝 , 𝐺𝑝 − 𝐵𝑝(𝑆𝑝)Gp     (2.57) 

∆ 𝑆𝑝 , 𝐺𝑝 , ayrık imajiner zamanda açıklandığı gibidir. Denklem 2.15‘te belirtilen 

Wp (Sp) verteks ağırlıkları sürekli imajiner zamanda  𝜖 ≡ ∆𝜏 ≪ 1 için Denklem 

2.58‘deki halini alır. 

Wp Sp ≡  𝜑𝑗  𝑒
−𝛥𝜏 𝐻 𝑖  𝜑𝑗 +1 ≈ 𝑒−𝜖𝐵𝑝 (𝑆𝑝 )  𝐼𝑝 𝑆𝑝 + 𝜖  𝑎𝑝 Gp ∆ 𝑆𝑝 , 𝐺𝑝 Gp

   (2.58) 

𝐼𝑝 𝑆𝑝 , bir plaketteki birim operatördür. Kolaylık olması açısından ∆ 𝑆𝑝 , 1 ≡ 𝐼𝑝 𝑆𝑝  

olarak alınmıĢtır. Ġnfinitesimal imajiner zaman aralığının limiti alındığında (𝜖 → 0), bir 

plaketteki geçiĢ olasılığı (Denklem 2.54) Ģu Ģekilde indirgenebilir: 

i. Eğer mevcut 𝑆𝑝  hali 𝐺𝑝 = 1 grafı ile uyumlu ise, mesela (𝑡, 𝑡 + 𝜖) zaman 

aralığında spinlerde takas durumu mevcut değilse, 

𝑃 𝑆𝑝 → 𝐺𝑝 = 𝜖𝑎𝑝 Gp ∆ 𝑆𝑝 , 𝐺𝑝             𝐺𝑝 = 1 

𝑃 𝑆𝑝 → 1 = 1 −  𝑃 𝑆𝑝 → Gp
′ Gp

′ ≠1 

   (2.59) 

ii. Mevcut Sp hali Gp=1 grafı ile uyumsuz olduğu durumda, mesela 𝑡 zamanındaki 

hal 𝑡 + 𝜖 zamanındaki halden farklı ise, 

𝑃 𝑆𝑝 → 𝐺𝑝 =
𝑎𝑝  Gp  ∆ 𝑆𝑝 ,𝐺𝑝  

 𝑎𝑝  Gp
′  ∆ 𝑆𝑝 ,Gp

′  
G p

′ ≠1 

            𝐺𝑝 = 1 

𝑃 𝑆𝑝 → 1 = 0

  (2.60) 
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Trotter yönünde devam eden dünya çizgilerindeki plaketlere için Denklem 2.59 

uygulanmaktadır. 𝜖 imajiner zaman aralığında 𝐺𝑝 ≠ 1 olan bir graf seçmenin olasılığı 

ise 𝜖𝑎𝑝 Gp ∆ 𝑆𝑝 , 𝐺𝑝  ile belirlenmektedir. Bunun anlamı süreklilik limitinde 𝐺𝑝  

graflarınının düzgün bir aralık üzerinden 𝑎𝑝 Gp ∆ 𝑆𝑝 , 𝐺𝑝  gibi bir olasılık yoğunluğu 

ile dağıtılmasıdır. Diğer taraftan Denklem 2.60, iki komĢu dünya çizgisinin takas 

olduğu veya lokal bir halin değiĢtiği zaman noktasına bağlı graf ile olasılık ifadesini 

belirtir. Buradaki ifade olasılık yoğunluğu değildir.  

Sürekli imajiner zamanda loop algoritması genel olarak Ģu Ģekilde özetlenebilir. Her 

komĢu dünya çizgisi çifti için, 

i. 𝐺𝑝(≠ 1) olan graflar, Denklem 2.59‘daki gibi her imajiner zaman aralığı 

üzerinden dünya çizgileri kesilmeyecek biçimde dağıtılır. 

ii. Ġki örgü noktası arasında hallerin takas edilebildiği her zaman noktasında 

Denklem 2.60 ile bir 𝐺𝑝  grafı seçilir. 

iii. Diğer yerlere graf 𝐺𝑝 = 1 atanır. 

Sonra kümeler değiĢtirilerek spin değerleri güncelleĢtirilir. (Denklem 2.53) Bu 

algoritma ayrık imajiner zamandaki loop algoritmasına göre bazı avantajlara sahiptir. 

Bunlardan en önemlisi Suzuki-Trotter dekompozisyonunda sonlu Trotter sayısı m‘den 

kaynaklanan sistematik hatayı indirgemek için Trotter ekstrapolasyonu yapma 

gereksiniminin süreklilik limitinde ortadan kalkmasıdır. Böylece düĢük sıcaklıklarda 

KMC simülasyonları da daha elveriĢli hale gelmektedir. Ayrık imajiner zamandakine 

göre bazen daha kolay bilgisayara uygulanabilir (Evertz ve ark., 1993). Sürekli imajiner 

zamandaki 2 boyutlu klasik örgü ġekil 2.12 ve ġekil 2.13 ile gösterilmiĢtir.  
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ġekil 2.12. Ġki dünya çizgisinin lokal olarak değiĢtirilmesi (a) ayrık imaijner zaman 

(b) sürekli imajiner zaman 

 

ġekil 2.13. Dünya çizgileri (a) ayrık imajiner zaman gösterimi (b) sürekli imajiner 

zaman gösterimi 

Loop algoritması ile sürekli imajiner zamanda bir çevrim kümesi güncellemesi ġekil 

2.14 ile örneklenmiĢtir. 

 

ġekil 2.14. Loop algoritması güncelleme örneği 

ġekil 2.14(a)‘da güncellemeden önce dünya çizgileri konfigürasyonudur (kalın siyah 

çizgiler yukarı yönlü spinleri, ince gri çizgiler ise aĢağı yönlü spinleri belirtmektedir). 

ġekil 2.14(b)‘de dünya çizgileri konfigürasyonu ile kalın gri çizgilerle gösterilen çevrim 

kümesi mevcuttur. ġekil 2.14(c)  ise kümedeki tüm spinlerin yönleri değiĢtirildikten 

sonraki dünya çizgileri konfigürasyonunu göstermektedir. 
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2.5. Ortalama Değerler ve Termodinamik Nicelikler 

Örgü modelinde bölüĢüm fonksiyonu ve A gözlenebilirinin beklenen değeri 𝛽 =
1

𝑘𝐵𝑇
 

sıcaklığın tersi, T sıcaklık, kB Boltzman sabiti olmak üzere sırasıyla Denklem 2.61 ve 

Denklem 2.62 ile verilmiĢtir. 

𝑍 = 𝑇𝑟[𝑒−𝛽𝐻 ]      (2.60) 

 𝐴 =
𝑇𝑟[𝐴𝑒−𝛽𝐻 ]

𝑇𝑟[𝑒−𝛽𝐻 ]
     (2.61) 

Çok parçacıklı kuantım sistemlerin istatistik mekaniğinde en büyük sorun 

Hamiltoniyendir. Çünkü gözlenebilirler büyük matrislerdir. MZMC tekniğini uygulamak 

için ve beklenen değerleri hesaplamak için  𝐴 ‘yı, verteks ağırlıkları W(S), gözlenebilire 

ait olan A(S) değerlendiriciler (estimator) ile temsil etmek önemlidir. 

 𝐴 =
 𝐴 𝑆 𝑊(𝑆)𝑆

 𝑊(𝑆)𝑆
     (2.62) 

Loop algoritmasında graf konfigürasyonu G, sistemin fiziksel özellikleri hakkında gani 

gani bilgi içermektedir. Loop algoritması ile bağlantılanıp ölçüm hatalarını azaltmak için 

geliĢtirilmiĢ değerlendiriciler kullanılmaktadır (Evertz ve ark., 1993; Harada & 

Kawashima, 2001)s. Bir A gözlenebilirinin termal ortalaması graf değiĢkeni G üzerinden 

A(G) ortalaması, 

𝐴 𝐺 =
 𝐴 𝑆 ∆(𝑆,𝐺)𝑆

 ∆(𝑆,𝐺)𝑆
     (2.63) 

A(G), A(S)‘nin 𝑁𝑆(𝐺) çevrim sayısı olmak üzere 2𝑁𝑆(𝐺) dünya çizgileri 

konfigürasyonları üzerinden basit ortalamasıdır.  

 𝐴 𝐺  𝐺 =
1

𝑍
 𝐴 𝐺 𝑊 𝐺 =

1

𝑍
  

 𝐴 𝑆 ∆ 𝑆,𝐺 𝑆

 ∆ 𝑆,𝐺 𝑆
 𝐺   ∆ 𝑆, 𝐺 𝑉 𝐺 𝑆  𝐺

 𝐴 𝐺  𝐺 =
1

𝑍
 𝐴(𝑆)  ∆ 𝑆, 𝐺 𝑉(𝐺)𝐺  𝑆 =  𝐴(𝑆) 𝑆

 (2.64) 

 𝐴(𝐺) 𝐺 =  𝐴(𝑆) 𝑆 olduğu gösterildikten sonra genelde A(G)‘yi hesaplamanın çok 

maliyetli olduğu söylenebilir. 2𝑁𝑆(𝐺) adet farklı dünya çizgisi konfigürasyonu üzerinden 
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alınan bir toplamın hesaplanması gerçekten maliyetlidir. A(G), geliĢtirilmiĢ 

değerlendiriciler kullanılarak orijinal bir fiziksel sistemde bulunan simetriler yardımıyla 

daha kolay bir biçimde hesaplanabilir. Ayrıca korelasyon fonksiyonları için geliĢtirilmiĢ 

değerlendiriciler inĢa edilip korelasyon fonksiyonlarının hesabı kolaylaĢtırılabilir.  

Sistemdeki mıknatıslanmanın beklenen değeri, enerji, özısı ve manyetik duygunluk 

sırasıyla Denklem 2.64, Denklem 2.65, Denklem 2.65, Denklem 2.67 ile verilmektedir. 

𝑀𝛼 =  𝑆𝑖
𝛼

𝑖         (𝛼 = 𝑥, 𝑦, 𝑧)    (2.64) 

𝐸 = −
1

𝑍

𝜕𝑍

𝜕𝛽
       (2.65) 

𝐶 = −𝑘𝐵𝛽2 𝜕𝐸

𝜕𝛽
     (2.66) 

𝜒 = (
𝜕𝑀

𝜕𝐵
)𝑇       (2.67) 

2.6. Lokalize DolaĢıklığın Sınırları 

DolaĢıklığı bir kaynak olarak kullanmanın önemi dolaĢıklığım ölçülmesi için bir çok 

yöntemin ortaya çıkmasına neden olmuĢtur. Burada kaynak ile belirtilen kuantum 

hesaplama, ıĢınlama veya kuantum haberleĢme, vb için kullanılabilir olması halidir.  

Çok parçacıklı sistemlerde dolaĢıklığın ölçülmesi için farklı yaklaĢımlara ihtiyaç 

duyulmuĢtur. Bunlardan bir tanesi sistemde dolaĢıklığı, iki parçalı dolaĢıklık ölçümü 

üzerinden tanımlamaktır. Yardımcı dolaĢıklık, oluĢum dolaĢıklığı (entanglement of 

formation)(Bennett, DiVincenzo, Smolin, & Wootters, 1996) benzer nitelikte bir 

kavram olmak üzere az önce tanımlanan yöntemi temsil etmektedir. 

Beyza, Ayla ve Ceren, hep beraber bir oyun oynasınlar. Her biri   𝜑𝐴𝐵𝐶    saf durumu ile 

tanımlanan üç parçalı kuantum sistemin birçok kopyasına sahip olan bu üçlüden Beyza 

ve Ayla, Ceren‘den izole bir Ģekilde tarif edilsin (2.68). 

𝜌𝐴𝐵 = 𝑡𝑟𝐶  𝜑𝐴𝐵𝐶     𝜑𝐴𝐵𝐶       (2.68) 

Ayla ve Beyza‘nın ortak kuantum sistemlerini ıĢınlanma görevi için kullanmaya ihtiyaç 

duyduklarını farz edin. Bununla birlikte Ceren ise sistemi Beyza ve Ayla‘nın kullanımı 
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için uygun durumda değildir. Ceren‘in diğerlerine yardımcı olmak için yapabileceği bir 

Ģey vardır. O da sahip olduğu her sistem üzerinden bir ölçüm almaktır. Böylece Ayla ve 

Beyza, Ceren‘in ölçüm çıktıları üzerine dayandırılmıĢ saf hallere sahip olacaklardır. 

Ceren, bu klasik bilgiyi ilettiğinde, Ayla ve Beyza bu bilgiyi kullanabileceklerdir. 

Örneğin Ceren‘in bazı ölçümleri Ayla ve Beyza‘nın   𝜑𝐴𝐵   saf hallere sahip olduğunu 

ortaya koyuyorsa, bu kuantum hallerini maksimum dolaĢık singlet durumlara 𝑆(𝜌𝐴) 

oranında dönüĢtürebilirler (Bennett, Brassard, et al., 1996). 

𝑆 𝜌𝐴 = −𝑡𝑟(𝜌𝐴𝑙𝑜𝑔2𝜌
𝐴)    (2.69) 

Genel bir deyiĢle, pi olasılıkla   𝜑𝑖
𝐴𝐵   hallerini yaratan bir ölçüm için (𝜌𝐴 =

𝑡𝑟𝐵  𝜑𝐴𝐵   𝜑𝐴𝐵    ) örneğin 𝜀 =  𝑝𝑖 ,   𝜑𝑖
𝐴𝐵    𝜑𝐴𝐵     topluluğu için, singlet hallere ortalama 

dönüĢüm oranı Denklem 2.70‘deki gibi olacaktır. 

𝐸 𝜀 =  𝑝𝑖𝑆(𝜌𝑖
𝐴) = −  𝑝𝑖𝑡𝑟(𝜌𝑖

𝐴𝑙𝑜𝑔2𝜌𝑖
𝐴)𝑖𝑖   (2.70) 

Ceren, Beyza ve Ayla‘nın arkadaĢı olduğundan kendi ölçümünü seçebilir ve böylece bu 

ortalama maksimize olmuĢ olur. Bu maksimizasyon iĢlemi, 𝜌𝐴𝐵 =  𝑝𝑖𝑖   𝜑𝑖
𝐴𝐵   𝜑𝑖

𝐴𝐵     

tüm olası 𝜀 toplulukları üzerinden yapılabilir (Hughston, Jozsa, & K. Wootters, 1993). 

Böylece yardımcı dolaĢıklık, 𝐴 𝜌𝐴𝐵 , Denklem 2.71‘deki gibi tanımlanabilir. 

 𝐴 𝜌𝐴𝐵 = max𝜀 𝐸(𝜀)    (2.71) 

DolaĢıklığın belirlenmesindeki zorluk, tüm olası lokal ölçüm stratejileri üzerinden bir 

optimizasyonu kapsıyor olmasıdır. Hal böyle iken yapılacak Ģey üst ve alt sınırlarını, 

belirlemeye çalıĢmak olacaktır. Üst sınır, spinlerin geri kalan kısmı üzerinde yapılan 

ortak ölçümleri göz önünde bulundurmaktan kaynaklanmaktadır. Alt sınır hakkında bir 

çıkarım, iki spin arasındaki mevcut korelasyonların azalmayacağı yönünde lokal 

ölçümlerin bulunduğu söylemi ispatlanarak yapılabilir. N-kubit GHZ hali (Denklem 

2.70) ele alınarak basit bir örnekleme yapılabilir. 

  𝐺𝐻𝑍𝑁
  =

1

 𝑁
(  00 … 0  +   11 … 1  )    (2.70) 

Bu durumda lokalize dolaĢıklık, iki rastgele spinin arasında   ↑  ,   ↓   bazlarında ve diğer 

kubitleri ölçerek bir Bell durumu yaratmak için olabildiği kadar maksimumdur.  
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Sistemdeki iki spin korelasyonlarının hesaplanması dolaĢıklığın üst ve alt sınırlarının 

bulunması için önemlidir. DolaĢıklığın alt sınırı, klasik iki spin 𝑄𝑖𝑗
𝑥𝑥 , 𝑄𝑖𝑗

𝑦𝑦
 ve 

𝑄𝑖𝑗
𝑧𝑧  korelasyonlarının bazlarında en büyük değeri bulunarak elde edilir. Bu kuantum 

korelasyonların varlığı klasik korelasyon fonksiyonlarını (Denklem 2.71) çalıĢarak 

ortaya çıkartılabilir. 

𝑄𝑖𝑗
𝑎𝑏    𝜑    𝜑   =  𝜑 𝜍𝑖

𝑎 ⊗ 𝜍𝑗
𝑏  𝜑 −  𝜑 𝜍𝑖

𝑎  𝜑  𝜑 𝜍𝑗
𝑏  𝜑   (2.71) 

𝐴𝑙𝑡 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡 ≡ max  𝑄𝑖𝑗
𝑥𝑥  ,  𝑄𝑖𝑗

𝑦𝑦
 ,  𝑄𝑖𝑗

𝑧𝑧      (2.72) 

i ve j indisleri, ilgilenilen spinlerin pozisyonlarını, 𝜍𝑖
𝑎  ve 𝜍𝑗

𝑏  Pauli matrislerini temsil 

etmektedir. Genelde klasik korelasyonların varlığı/yokluğu iki spin arasında 

oluĢturulabilecek dolaĢıklığı kabaca belirler. Herhangi bir çift spin arasında klasik 

korelasyonlar sunan hayli dolaĢık kuantum durumları örnekleri verilebilir. Ising 

Hamiltoniyeni aksiyonu altında, baĢlangıçta ayrılabilir durumun birimsel evrimi ile 

elde edilen küme durumları ele alınsın (Briegel & Raussendorf, 2001). 

  𝜑𝑁
  =

1

2
𝑁
2

 ⊗𝑖=1
𝑁−1    0  𝑖𝜍𝑧

𝑖+1 +   1  𝑖  (  0  𝑁 +   1  𝑁)   (2.73) 

𝑁 ≥ 5 olduğu durumlarda,   𝐺𝐻𝑍𝑁
   hali oluĢmaz. Bununla birlikte, N-2 kubit üzerine 

uygun lokal ölçümler, diğer iki spin arasında daima bir Bell durumu yaratır. Bu da 

lokalize dolaĢıklığın maksimum olduğunu gösterir. 

N spinden oluĢan saf bir   𝜑   hali göz önüne alınsın. Lokalize dolaĢıklık, 𝐸𝑖𝑗 (𝜑), 

ortalamada, i ve j spinleri arasında diğer spinler üzerinde ölçümler yaparak 

oluĢturulabilecek dolaĢıklığın maksimum değeri olarak tanımlanır. Daha özele 

inildiğinde, her ölçüm tabanı, en az 2𝑁−2 elemandan (s indisi ile sayılan) oluĢan saf bir 

ε =  𝑃𝑆 ,   𝜙𝑠
    topluluğu belirtir. Bu notasyonda, 𝑃𝑆, N parçalı spin sistemindeki 

asistan spinler üzerinde   𝑠   ölçümü alındıktan sonra iki spin durumu   𝜙𝑠
  ‘nin elde 

edilme olasılığını ifade eder. Böylece lokalize dolaĢıklık Denklem 2.74‘deki gibi 

tanımlanabilir. 

𝐸𝑖𝑗 = max𝜀  𝑃𝑆𝐸(  𝜙𝑠
  )𝑠     (2.74) 
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𝐸(  𝜙𝑠
  ),   𝜙𝑠

   halinin dolaĢıklığını ifade eder. Ġki kubitin saf durumları ele alındığında 

tüm dolaĢıklık ölçümleri özünde denktir ve korelasyon fonksiyonları ile bağlantı 

kurmak için dolaĢıklık ―concurrence‖ (Wootters, 1998) eliyle ölçülebilir: saf bir 

durumdaki iki kubitin korelasyon fonksiyonunun maksimumu ( 𝐶( 𝜑  = 𝑎  00  +

b  01   + c  10   + d  11  ) = 2 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ) ile verilen ―concurrence‖ ile örtüĢmektedir. 

Lokalize dolaĢıklığın bu davranıĢı dolaĢıklık entropisi cinsinden tanımlandığı ile çok 

benzerdir. 

Ġki parçalı sistemlerde, karıĢık kuantum hallerde dolaĢıklığın miktarının belirlenmesi 

için yardımcı dolaşıklık olarak adlandırılan yeni bir yöntem keĢfedilmiĢtir. Ġki parçalı 

sistemi tanımlayan yoğunluk matrisi ile uyumlu tüm topluluklar üzerinden hesaplanan 

maksimum ortalama dolaĢıklık olduğu gösterilmiĢtir. Bir topluluğun ortalama 

dolaĢıklığı lokal birimsel dönüĢümler altında değiĢmeden kalır ve LOCC altında 

artmazlar. Bu yüzden yardımcı dolaĢıklık bazı özelliklere sahiptir. Buna ek olarak 

yoğunluk matrisinin olası tüm saf durumları üzerinden bir maksimizasyon iĢlemi 

olduğu için yardımcı dolaĢıklık konkavdır. 

𝐴( 𝑝𝑖𝜌𝑖𝑖 ) ≥  𝑝𝑖𝐴(𝜌𝑖)𝑖     (2.75) 

Yardımcı dolaĢıklık, saf durumlar üzerinde kısmi entropileri ile uyuĢan tüm konkav 

fonksiyonların en küçüğüdür. Kısmi entropi sistemin diğer kısmının gördüğü 

entropidir. OluĢum dolaĢıklığı ise aynı özelliğe sahip en büyük konveks fonksiyondur.  

Diğer spinler üzerinde yapılması izinli global veya bileĢik ölçümler halinde lokalize 

dolaĢıklığa tekabül eden durum yardımcı dolaĢıklıktır (DiVincenzo ve ark., 1999). 

DolaĢıklığın üst sınırını hesaplamak için gerekli ifade Denklem 2.76‘de belirtildiği 

gibidir.   

Ü𝑠𝑡 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡 ≡   1+ 𝜍𝑖
𝑧𝜍𝑗

𝑧   
2
−  𝜍𝑖

𝑧  + 𝜍𝑗
𝑧   

2

4
+   1+ 𝜍𝑖

𝑧𝜍𝑗
𝑧   

2
−  𝜍𝑖

𝑧  − 𝜍𝑗
𝑧   

2

4
  (2.76) 
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3. BULGULAR VE TARTIġMA 

3.1. Heisenberg Hamiltoniyeni ve Dipol-Dipol EtkileĢmesi 

Bu çalıĢmada kuantum dolaĢıklığın incelendiği spin-1/2 zincirinde, sistemi temsil eden 

dipol-dipol etkileĢmesi, takas etkileĢmesi ve Zeeman enerjisinin dahil edildiği 

hamiltoniyen Denklem 3.1‘ de belirtilmiĢtir.  Tez çalıĢmasını özgün kılan, incelenen spin 

zincirinde dipolar etkileĢmenin varlığının tüm spin çiftleri için hesaba dahil edilmesidir.  

𝐻 = −  (𝐽𝑥𝑆 𝑖
𝑥𝑆 𝑖+1

𝑥 + 𝐽𝑦𝑆 𝑖
𝑦
𝑆 𝑖+1

𝑦
+ 𝐽𝑥𝑆 𝑖

𝑧𝑆 𝑖+1
𝑧

𝑁

𝑖=1

)
                         

𝐻 𝑡𝑎𝑘𝑎𝑠

−
𝐵𝑧

2
 (𝑆 𝑖

𝑧 +

𝑁

𝑖=1

𝑆 𝑖+1
𝑧 )

             
𝐻 𝑍𝑒𝑒𝑚𝑎𝑛

 

+𝐷   
𝑆  𝑗𝑆 

 
𝑘

𝑟𝑗𝑘
3 − 3

 𝑆  𝑗 .𝑟 𝑗𝑘   𝑆  𝑘 .𝑟 𝑗𝑘  

𝑟𝑗𝑘
5  𝑁

<𝑗≠𝑘>
                       

𝐻 𝑑𝑖𝑝𝑜𝑙 −𝑑𝑖𝑝𝑜𝑙

    (3.1) 

Burada Jx, Jy ve Jz takas sabitleri; Bz, +z doğrultusunda uygulanan harici düzgün 

manyetik alan ve D ise dipol-dipol sabitidir. D, dipolar etkileĢmenin gücünü belirlemek 

için hamiltoniyen ifadesine eklenmiĢtir. Denklem 3.1‘ deki ifadede dipol-dipol 

etkileĢmesinin sistemde bulunan tüm spin çiftleri üzerinden hesaba dahil edildiği aĢikar 

olmalıdır. Hamiltoniyeni Suzuki-Trotter dekompozisyonuna uygun hale getirmek için 

dipol terimini inceleyelim: 

𝐻 𝑑𝑖𝑝𝑜𝑙 = 𝐷   
𝑆  𝑗𝑆 

 
𝑘

𝑟𝑗𝑘
3 − 3

 𝑆  𝑗 .𝑟 𝑗𝑘   𝑆  𝑘 .𝑟 𝑗𝑘  

𝑟𝑗𝑘
5  𝑁

<𝑗≠𝑘>   (3.2) 

Hamiltonyen genel ifadesinde dipol terimindeki indisleri karıĢıklık olmaması için j ve k 

olarak seçmiĢtik. Dipol terimini incelerken bu indisler yerine i ve j indislerini kullanmak 

hesaplama açısından herhangi bir değiĢiklik yaratmamakla beraber kolaylık 

sağlayacaktır. Dipol-dipol etkileĢmesinin hamiltonyen ifadesi yeni indisleri ile Denklem 

3.3 halini alır. 

𝐻 𝑑𝑖𝑝𝑜𝑙 = 𝐷   
𝑆  𝑖𝑆 

 
𝑗

𝑟𝑖𝑗
3 − 3

 𝑆  𝑖 .𝑟 𝑖𝑗   𝑆  𝑗 .𝑟 𝑖𝑗  

𝑟𝑖𝑗
5  𝑁

<𝑖≠𝑗>    (3.3) 
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Spin uzayında rij konum ifadesi iki spin arasındaki mesafeyi belirtmektedir. (Denklem 

3.4) 

𝑟 𝑖𝑗 =  𝑥𝑖 − 𝑥𝑗  𝑖 +  𝑦𝑖 − 𝑦𝑗  𝑗 +  𝑧𝑖 − 𝑧𝑗  𝑘    (3.4) 

Hesaplamaları kolaylaĢtırma açısından vektörel ifadesi Denklem 3.4 ile verilen mesafe 

faktörü Denklem 3.5 teki gibi sembolize edilerek dipol teriminde kullanılmıĢtır. 

𝑑𝑥𝑥 =  𝑥𝑖 − 𝑥𝑗  
2

,   𝑑𝑦𝑦 =  𝑦𝑖 − 𝑦𝑗  
2

,    𝑑𝑧𝑧 =  𝑧𝑖 − 𝑧𝑗  
2
 

𝑑𝑥𝑦 =  𝑥𝑖 − 𝑥𝑗   𝑦𝑖 − 𝑦𝑗    ,   𝑑𝑥𝑧 =  𝑥𝑖 − 𝑥𝑗   𝑧𝑖 − 𝑧𝑗   ,  𝑑𝑦𝑧 =  𝑦𝑖 − 𝑦𝑗   𝑧𝑖 − 𝑧𝑗   (3.5) 

Denklem 3.4 ve Denklem 3.5 yardımıyla dipol terimi Denklem 3.6 ve Denklem 3.7‘ deki 

halini almıĢtır. 

𝐻 𝑑𝑖𝑝𝑜𝑙 = 𝐷  [
𝑆 𝑖

𝑥𝑆 𝑗
𝑥 +𝑆 𝑖

𝑦
𝑆 𝑗

𝑦
+𝑆 𝑖

𝑧𝑆 𝑗
𝑧

𝑟𝑖𝑗
3 ]𝑁

<𝑖≠𝑗>

−𝐷  3
 𝑆 𝑖

𝑥 𝑥𝑖−𝑥𝑗  +𝑆 𝑖
𝑦
 𝑦𝑖−𝑦𝑗  +𝑆 𝑖

𝑧 𝑧𝑖−𝑧𝑗   [𝑆 𝑗
𝑥 𝑥𝑖−𝑥𝑗  +𝑆 𝑗

𝑦
 𝑦𝑖−𝑦𝑗  +𝑆 𝑗

𝑧 𝑧𝑖−𝑧𝑗  ]

𝑟𝑖𝑗
5

𝑁
<𝑖≠𝑗>

 (3.6) 

𝐻 𝑑𝑖𝑝𝑜𝑙 = 𝐷  [
𝑆 𝑖

𝑥𝑆 𝑗
𝑥 +𝑆 𝑖

𝑦
𝑆 𝑗

𝑦
+𝑆 𝑖

𝑧𝑆 𝑗
𝑧

 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  
3
2

]𝑁
<𝑖≠𝑗>

−𝐷  3
𝑑𝑥𝑥 𝑆 𝑖

𝑥𝑆 𝑗
𝑥 +𝑑𝑦𝑦 𝑆 𝑖

𝑦
𝑆 𝑗

𝑦
+𝑑𝑧𝑧 𝑆 𝑖

𝑧𝑆 𝑗
𝑧+𝑑𝑥𝑦 (𝑆 𝑖

𝑥𝑆 𝑗
𝑦

+𝑆 𝑖
𝑦
𝑆 𝑗

𝑥 )

 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  
5
2

𝑁
<𝑖≠𝑗>

−𝐷  3
𝑑𝑥𝑧 (𝑆 𝑖

𝑥𝑆 𝑗
𝑧+𝑆 𝑖

𝑧𝑆 𝑗
𝑥 )+𝑑𝑦𝑧 (𝑆 𝑖

𝑦
𝑆 𝑗

𝑧+𝑆 𝑖
𝑧𝑆 𝑗

𝑦
)

 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  
5
2

𝑁
<𝑖≠𝑗>

   (3.7) 

Dipol teriminde takas etkileĢmesine benzer biçimde aynı uzayda etkili ikili spin çiftleri 

dikkat çekmektedir. Hamiltoniyeni dekompozisyona hazır hale getirmek için dipol terimi 

ve Hamiltoniyenin genel ifadesinin düzenlenmesi kolaylık sağlayacaktır. 

𝐻 𝑑𝑖𝑝𝑜𝑙 = 𝐷  [ 
 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  

2
−3𝑑𝑥𝑥

 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  
5
2

𝑆 𝑖
𝑥𝑆 𝑗

𝑥 +
 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  

2
−3𝑑𝑦𝑦

 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  
5
2

𝑁
<𝑖≠𝑗> 𝑆 𝑖

𝑦
𝑆 𝑗

𝑦

+
 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  

2
−3𝑑𝑧𝑧

 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  
5
2

𝑆 𝑖
𝑧𝑆 𝑗

𝑧 − 
3𝑑𝑥𝑦  𝑆 𝑖

𝑥𝑆 𝑗
𝑦

+𝑆 𝑖
𝑦
𝑆 𝑗

𝑥 

 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  
5
2

−
3𝑑𝑥𝑧  𝑆 𝑖

𝑥𝑆 𝑗
𝑧+𝑆 𝑖

𝑧𝑆 𝑗
𝑥 

 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  
5
2

−
3𝑑𝑦𝑧 (𝑆 𝑖

𝑦
𝑆 𝑗

𝑧+𝑆 𝑖
𝑧𝑆 𝑗

𝑦
)

 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  
5
2

]

(3.8) 
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Bu çalıĢmada dipol-dipol etkileĢmesi sadece en yakın komĢu spinler üzerinden 

hesaplancaktır. Böylece 3.8 ifadesinde tüm j indisleri yerine i+1 yazıldığında Denklem 

3.9 elde edilir. 

𝐻 𝑑𝑖𝑝𝑜𝑙 = 𝐷  [ 
 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  

2
−3𝑑𝑥𝑥

 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  
5
2

𝑆 𝑖
𝑥𝑆 𝑖+1

𝑥 +
 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  

2
−3𝑑𝑦𝑦

 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  
5
2

𝑆 𝑖
𝑦
𝑆 𝑖+1

𝑦
]𝑁

<𝑖≠𝑗>

𝐷  [ 
 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  

2
−3𝑑𝑧𝑧

 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  
5
2

𝑆 𝑖
𝑧𝑆 𝑖+1

𝑧 −
3𝑑𝑥𝑦  𝑆 𝑖

𝑥𝑆 𝑖+1
𝑦

+𝑆 𝑖
𝑦
𝑆 𝑖+1

𝑥  

 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  
5
2

]𝑁
<𝑖≠𝑗>

𝐷  [ −
3𝑑𝑥𝑧  𝑆 𝑖

𝑥𝑆 𝑖+1
𝑧 +𝑆 𝑖

𝑧𝑆 𝑖+1
𝑥  

 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  
5
2

−
3𝑑𝑦𝑧 (𝑆 𝑖

𝑦
𝑆 𝑖+1

𝑧 +𝑆 𝑖
𝑧𝑆 𝑖+1

𝑦
)

 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  
5
2

]𝑁
<𝑖≠𝑗>

 (3.9) 

 

Denklem 3.9 ifadesinde yer alan 𝑑𝑥𝑥 , 𝑑𝑦𝑦 , 𝑑𝑧𝑧 , 𝑑𝑥𝑦 , 𝑑𝑦𝑧  𝑣𝑒 𝑑𝑥𝑧  terimlerini, dipol 

teriminin, hamiltoniyenin genel ifadesine entegrasyonunda olası bir karıĢıklığı önlemek 

için fαα ve gαβ sabitleri cinsinden tekrar yazılmıĢtır. Ayrıca dipol sabiti D de bu sabitler 

cinsinden ifade edilmiĢtir. Bu ifadeler Denklem 3.10 ve 3.11 ile verilmiĢtir. 

𝑓𝑥𝑥 = 𝐷
 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  

2
−3𝑑𝑥𝑥

 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  
5
2

    (3.10a) 

𝑓𝑦𝑦 = 𝐷
 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  

2
−3𝑑𝑦𝑦

 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  
5
2

    (3.10b) 

 𝑓𝑧𝑧 = 𝐷
 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  

2
−3𝑑𝑧𝑧

 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  
5
2

    (3.10c) 

𝑔𝑥𝑦 = 𝐷
3𝑑𝑥𝑦

 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  
5
2

     (3.11a) 

𝑔𝑥𝑧 = 𝐷
3𝑑𝑥𝑧

 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  
5
2

     (3.11b) 

𝑔𝑦𝑧 = 𝐷
3𝑑𝑦𝑧

 𝑑𝑥𝑥 +𝑑𝑦𝑦 +𝑑𝑧𝑧  
5
2

     (3.11c) 
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Dipol etkileĢme teriminin son halinin hamiltoniyenin genel ifadesine eklendiğinde 

Denklem 3.12 elde edilir. 

𝐻 = − [  𝐽𝑥 − 𝑓𝑥𝑥  𝑆 𝑖
𝑥𝑆 𝑖+1

𝑥 +   𝐽𝑦 − 𝑓𝑦𝑦  𝑆 𝑖
𝑦
𝑆 𝑖+1

𝑦
+  𝐽𝑧 − 𝑓𝑧𝑧  𝑆 𝑖

𝑧𝑆 𝑖+1
𝑧 ]𝑁

𝑖

−
𝐵𝑧

2
  𝑆 𝑖

𝑧+ 𝑆 𝑖+1
𝑧  −  [𝑔𝑥𝑦  𝑆 𝑖

𝑥𝑆 𝑖+1
𝑦

+ 𝑆 𝑖
𝑦
𝑆 𝑖+1

𝑥  𝑁
𝑖

𝑁
𝑖

+𝑔𝑥𝑧 𝑆 𝑖
𝑥𝑆 𝑖+1

𝑧 + 𝑆 𝑖
𝑧𝑆 𝑖+1

𝑥  + 𝑔𝑦𝑧 (𝑆 𝑖
𝑦
𝑆 𝑖+1

𝑧 + 𝑆 𝑖
𝑧𝑆 𝑖+1

𝑦
)]

  (3.12) 

Bölüm 2.1‘ de belirtilen Trotter dekompozisyon metodunu uygulamak için Hamiltoniyen 

iki parçaya bölünmüĢtür. 

𝐻 = 𝐻 𝐴 + 𝐻 𝐵     (3.13) 

Denklem 3.13 ile gösterilen bu iki parçalı hamiltoniyen için her parça Denklem 2.3 

(𝐻 𝐴 =  𝐻 𝑖𝑖 ç𝑖𝑓𝑡  𝑣𝑒 𝐻 𝐵 =  𝐻 𝑖𝑖 𝑡𝑒𝑘 ) deki gibi çift ve tek terimlerin toplamının bir 

ifadesidir. Ayrıca hatırlanması gereken önemli bir ayrıntı da  𝐻 𝐴 , 𝐻 𝐵 ≠ 0 olması yani  

𝐻 𝐴  𝑣𝑒 𝐻 𝐵 birbirleriyle sıra değiĢtirmemesine rağmen bunlara bağlı sınır hamiltonyenleri, 

tamamı tek ve tamamı çift olan hamiltonyenler aralarında sıra değiĢtirebilecek Ģekilde 

belirlendiği için komütatiftirler ( 𝐻 𝑖 , 𝐻 𝑗  = 0). 

𝐻 = − [  𝐽𝑥 − 𝑓𝑥𝑥  𝑆 𝑖
𝑥𝑆 𝑖+1

𝑥 +   𝐽𝑦 − 𝑓𝑦𝑦  𝑆 𝑖
𝑦
𝑆 𝑖+1

𝑦
+  𝐽𝑧 − 𝑓𝑧𝑧  𝑆 𝑖

𝑧𝑆 𝑖+1
𝑧 ]𝑁

𝑖

−
𝐵𝑧

2
  𝑆 𝑖

𝑧+ 𝑆 𝑖+1
𝑧  − 𝑔𝑥𝑦  𝑆 𝑖

𝑥𝑆 𝑖+1
𝑦

+ 𝑆 𝑖
𝑦
𝑆 𝑖+1

𝑥  𝑁
𝑖

−𝑔𝑥𝑧 𝑆 𝑖
𝑥𝑆 𝑖+1

𝑧 + 𝑆 𝑖
𝑧𝑆 𝑖+1

𝑥  − 𝑔𝑦𝑧 (𝑆 𝑖
𝑦
𝑆 𝑖+1

𝑧 + 𝑆 𝑖
𝑧𝑆 𝑖+1

𝑦
)]

 (3.14) 

Sonraki adımda Denklem 2.15 ile verilen verteks enerjileri hesaplanacaktır. Bunun için 

öncelikle 𝑂 = 𝑒−𝛥𝜏 𝐻 𝑖  operatörü lineer hale getirilmelidir. Suzuki-Trotter 

dekompozisyonu ile beraber Denklem 3.15 ile verilen Zassenhaus formülü uygulanarak  

𝑂  operatörü verteks enerjilerini hesaplamak için uygun hale getirilecektir. 

𝑒𝐴 +𝐵 = 𝑒𝐴 𝑒𝐵 𝑒  −
1

2
 𝐴 ,   𝐵  

𝑒
1

6
 2 𝐵,  𝐴 ,   𝐵   +[𝐴,  𝐴 ,   𝐵 ]  

…  (3.15) 
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Zassenhaus formülünün ilk üç teriminin hesaplanması yeterli olacaktır. Sırasıyla 

𝐴 , 𝐵  𝑣𝑒 [𝐴 , 𝐵 ] ler hesaplanıp 𝑂  operatörünün olası tüm ikili spin halleri üzerinden 

verteks enerjileri elde edilecektir. Bu enerji ifadeleri simülasyon süresince bir önceki 

halden deneme haline geçiĢ ihtimallerini hesaplarken kullanılacaktır. 

𝐴 = −  𝐽𝑥 − 𝑓𝑥𝑥  𝑆 𝑖
𝑥𝑆 𝑖+1

𝑥 +   𝐽𝑦 − 𝑓𝑦𝑦  𝑆 𝑖
𝑦
𝑆 𝑖+1

𝑦
+  𝐽𝑧 − 𝑓𝑧𝑧  𝑆 𝑖

𝑧𝑆 𝑖+1
𝑧  −

𝐵𝑧

2
 𝑆 𝑖

𝑧+ 𝑆 𝑖+1
𝑧  

𝐵 = −[𝑔𝑥𝑦  𝑆 𝑖
𝑥𝑆 𝑖+1

𝑦
+ 𝑆 𝑖

𝑦
𝑆 𝑖+1

𝑥  + 𝑔𝑥𝑧 𝑆 𝑖
𝑥𝑆 𝑖+1

𝑧 + 𝑆 𝑖
𝑧𝑆 𝑖+1

𝑥  + 𝑔𝑦𝑧  𝑆 𝑖
𝑦
𝑆 𝑖+1

𝑧 + 𝑆 𝑖
𝑧𝑆 𝑖+1

𝑦
 ]

(3.16) 

Denklem 3.16 ile belirlenen 𝐴  ve 𝐵  operatörleri yardımıyla,  

𝑒𝛥𝜏𝐴 = 𝑒𝛥𝜏[  𝐽𝑥−𝑓𝑥𝑥  𝑆 𝑖
𝑥𝑆 𝑖+1

𝑥 +  𝐽𝑦 −𝑓𝑦𝑦  𝑆 𝑖
𝑦
𝑆 𝑖+1

𝑦
+ 𝐽𝑧−𝑓𝑧𝑧  𝑆 𝑖

𝑧𝑆 𝑖+1
𝑧   + 

𝛥𝜏𝐵 𝑧
2

 𝑆 𝑖
𝑧+ 𝑆 𝑖+1

𝑧  ] 
 

ve 

𝑒𝛥𝜏𝐵 = 𝑒𝛥𝜏[𝑔𝑥𝑦  𝑆 𝑖
𝑥𝑆 𝑖+1

𝑦
+𝑆 𝑖

𝑦
𝑆 𝑖+1

𝑥   + 𝑔𝑥𝑧  𝑆 𝑖
𝑥𝑆 𝑖+1

𝑧 +𝑆 𝑖
𝑧𝑆 𝑖+1

𝑥   + 𝑔𝑦𝑧  𝑆 𝑖
𝑦
𝑆 𝑖+1

𝑧 +𝑆 𝑖
𝑧𝑆 𝑖+1

𝑦
 ] 

sırasıyla Denklem 3.17 ve 3.18 elde edilir. Burada 𝐾𝑓 =
𝛥𝜏𝐵𝑧

4
, 𝐾𝑥 =

𝛥𝜏

4
 𝐽𝑥 − 𝑓𝑥𝑥  , 

𝐾𝑦 =
𝛥𝜏

4
 𝐽𝑦 − 𝑓𝑦𝑦  , 𝐾𝑧 =

𝛥𝜏

4
 𝐽𝑧 − 𝑓𝑧𝑧  , 𝑇𝑥𝑦 =

𝛥𝜏

4
𝑔𝑥𝑦 , 𝑇𝑥𝑧 =

𝛥𝜏

4
𝑔𝑥𝑧  ve 𝑇𝑦𝑧 =

𝛥𝜏

4
𝑔𝑦𝑧  dir. 

Akabinde  A , B   komütasyon bağıntısı hesaplandıktan sonra e−
1

2
[A ,B ]

‗ya uygulanıp O  son 

halini alır. 

𝑒𝛥𝜏𝐴 ≈ (cosh 𝐾𝑥 + sinh 𝐾𝑥)𝜍 𝑖
𝑥𝜍 𝑖+1

𝑥  (cosh 𝐾𝑦 + sinh 𝐾𝑦 𝜍 𝑖
𝑦
𝜍 𝑖+1

𝑦
)

(cosh 𝐾𝑧 + sinh 𝐾𝑧 𝜍 𝑖
𝑧𝜍 𝑖+1

𝑧 ) cosh 𝐾𝑓 + sinh 𝐾𝑓 𝜍 𝑖
𝑧 

 cosh 𝐾𝑓 + sinh⁡(𝐾𝑓)𝜍 𝑖+1
𝑧  

 (3.17) 

𝑒𝛥𝜏𝐵 ≈  cosh 𝑇𝑥𝑦  + sinh 𝑇𝑥𝑦  𝜍 𝑖
𝑥𝜍 𝑖+1

𝑦
  cosh 𝑇𝑥𝑦  + sinh 𝑇𝑥𝑦  𝜍 𝑖

𝑦
𝜍 𝑖+1

𝑥  

 cosh 𝑇𝑥𝑧 + sinh 𝑇𝑥𝑧 𝜍 𝑖
𝑥𝜍 𝑖+1

𝑧   cosh 𝑇𝑥𝑧 + sinh 𝑇𝑥𝑧  𝜍 𝑖
𝑧𝜍 𝑖+1

𝑥  

(cosh 𝑇𝑦𝑧  + sinh 𝑇𝑦𝑧  𝜍 𝑖
𝑦
𝜍 𝑖+1

𝑧 )(cosh 𝑇𝑦𝑧  + sinh⁡(𝑇𝑦𝑧 ) 𝜍 𝑖
𝑧𝜍 𝑖+1

𝑦
)

 (3.18)                     
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Spin projeksiyon operatörleri arasındaki iĢlem iliĢkisini 𝜍 𝑘𝜍 𝑙 = 𝑖𝜖𝑘𝑙𝑚 𝜍 𝑚  eĢitliği ile 

kurarak, komütasyon bağıntısını ve diğer operatör eksponansiyeller bulunabilir. Burada 

k, l ve m indisleri x, y ve z kartezyen uzayı belirtirken 𝜖𝑘𝑙𝑚 , Levi-Civita sembolüdür. 

𝛥𝜏 𝐴 , 𝐵   komütasyon bağıntısının sonucu Denklem 3.19 da açıkça görülmektedir. 

𝛥𝜏 𝐴 , 𝐵  = (2𝐾𝑓𝑇𝑥𝑧 + 2𝑖(𝐾𝑦𝑇𝑦𝑧 − 𝐾𝑧𝑇𝑦𝑧 )) 𝜍 𝑖
𝑥 + 𝜍 𝑖+1

𝑥  

+ (2𝐾𝑓𝑇𝑦𝑧 + 2𝑖(𝐾𝑥𝑇𝑥𝑧 − 𝐾𝑧𝑇𝑥𝑧 )) 𝜍 𝑖
𝑦

+ 𝜍 𝑖+1
𝑦

 

+ 2𝑖 𝐾𝑥𝑇𝑥𝑦 − 𝐾𝑦𝑇𝑥𝑦   𝜍 𝑖
𝑧 + 𝜍 𝑖+1

𝑧  + 4𝑖𝐾𝑓𝑇𝑥𝑦  𝜍 𝑖
𝑦
𝜍 𝑖+1

𝑦
− 𝜍 𝑖

𝑥𝜍 𝑖+1
𝑥  

+ 2𝐾𝑧𝑇𝑥𝑦  𝜍 𝑖
𝑥𝜍 𝑖+1

𝑦
+ 𝜍 𝑖

𝑦
𝜍 𝑖+1

𝑥  + 2 𝐾𝑦𝑇𝑥𝑧 − 𝐾𝑓𝑇𝑦𝑧   𝜍 𝑖
𝑥𝜍 𝑖+1

𝑧 + 𝜍 𝑖
𝑧𝜍 𝑖+1

𝑥  

+2𝑖 𝐾𝑓𝑇𝑥𝑧  𝜍 𝑖
𝑦
𝜍 𝑖+1

𝑧 + 𝜍 𝑖
𝑧𝜍 𝑖+1

𝑦
 

 (3.19) 

e−
𝛥𝜏

2
[A ,B ]  ifadesini, Denklem 3.19‘deki 𝛥𝜏  A , B   komütasyonunun sonucundan 

faydalanaranak bulabiliriz. Burada sabitlerin uzunluğu açısından meydana gelebilecek 

karıĢıklığı azaltmak için bu sabitleri kısa semboller ile temsil etmek aynı zamanda iĢlem 

kolaylığı da sağlayacaktır. Benzer Ģekilde Denklem 3.17 ve Denklem 3.18 deki 

eksponansiyel ifadeler hesaplanırken trigonometrik ve diğer sabitler de olası bir 

karıĢıklık için kısa semboller ile  

𝑒𝛥𝜏𝐴 ≈ 𝐴1𝕀 + 𝐴2(𝜍 𝑖
𝑧 + 𝜍 𝑖+1

𝑧 ) + 𝐴3𝜍 𝑖
𝑧𝜍 𝑖+1

𝑧 + 𝐴4𝜍 𝑖
𝑥𝜍 𝑖+1

𝑥

+𝐴5𝜍 𝑖
𝑦
𝜍 𝑖+1

𝑦
+ 𝐴6(𝜍 𝑖

𝑥𝜍 𝑖+1
𝑦

+ 𝜍 𝑖
𝑦
𝜍 𝑖+1

𝑥 )
  (3.20) 

𝑒𝛥𝜏𝐵 ≈ 𝐵1𝕀 + 𝐵2 𝜍 𝑖
𝑥 + 𝜍 𝑖+1

𝑥  + 𝐵3(𝜍 𝑖
𝑦

+ 𝜍 𝑖+1
𝑦

) + 𝐵4(𝜍 𝑖
𝑧 + 𝜍 𝑖+1

𝑧 )

+𝐵5𝜍 𝑖
𝑥𝜍 𝑖+1

𝑥 +  𝐵6𝜍 𝑖
𝑦
𝜍 𝑖+1

𝑦
+  𝐵7𝜍 𝑖

𝑧𝜍 𝑖+1
𝑧

+𝐵8(𝜍 𝑖
𝑥𝜍 𝑖+1

𝑦
+ 𝜍 𝑖

𝑦
𝜍 𝑖+1

𝑥 ) + 𝐵9(𝜍 𝑖
𝑦
𝜍 𝑖+1

𝑧 + 𝜍 𝑖
𝑧𝜍 𝑖+1

𝑦
) + 𝐵10(𝜍 𝑖

𝑥𝜍 𝑖+1
𝑧 + 𝜍 𝑖

𝑧𝜍 𝑖+1
𝑥 )

(3.21) 
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𝑒−𝛥𝜏
 𝐴 ,𝐵  

2 ≈ (cosh 𝐶1𝑟 + sinh(𝐶1𝑟) 𝜍 𝑖
𝑥 + 𝜍 𝑖+1

𝑥  )

(cos 𝐶1𝑖 + sin(𝐶1𝑖) 𝜍 𝑖
𝑥 + 𝜍 𝑖+1

𝑥  )(cosh 𝐶2𝑟 + sinh(𝐶2𝑟) 𝜍 𝑖
𝑦

+ 𝜍 𝑖+1
𝑦

 )

(cos 𝐶2𝑖 + sin(𝐶2𝑖) 𝜍 𝑖
𝑦

+ 𝜍 𝑖+1
𝑦

 ) (cos 𝐶3 + sin(𝐶3) 𝜍 𝑖
𝑧 + 𝜍 𝑖+1

𝑧  )

(cos 𝐶4 − sin(𝐶4) 𝜍 𝑖
𝑥𝜍 𝑖+1

𝑥  ) (cos 𝐶4 + sin(𝐶4) 𝜍 𝑖
𝑦
𝜍 𝑖+1

𝑦
 )

(cosh(𝐶5) + sinh(𝐶5) 𝜍 𝑖
𝑥𝜍 𝑖+1

𝑦
+ 𝜍 𝑖

𝑦
𝜍 𝑖+1

𝑥  )

(cosh(𝐶6) + sinh(𝐶6) 𝜍 𝑖
𝑥𝜍 𝑖+1

𝑧 + 𝜍 𝑖
𝑧𝜍 𝑖+1

𝑥  )

(cos(𝐶7) + sin(𝐶7) 𝜍 𝑖
𝑦
𝜍 𝑖+1

𝑧 + 𝜍 𝑖
𝑧𝜍 𝑖+1

𝑦
 )

 (3.22)  

Böylece 𝑂𝑖  operatör sabitlerini temsil etmek üzere  𝑂  operatörünün aldığı son hal 

Denklem 3.23 ile verilmiĢtir. 

𝑂 = 𝑂1 + 𝑂2 𝜍 𝑖
𝑥 + 𝜍 𝑖+1

𝑥  + 𝑂3 𝜍 𝑖
𝑦

+ 𝜍 𝑖+1
𝑦

 + 𝑂4(𝜍 𝑖
𝑧 + 𝜍 𝑖+1

𝑧 )

+𝑂5𝜍 𝑖
𝑥𝜍 𝑖+1

𝑥 + 𝑂6𝜍 𝑖
𝑦
𝜍 𝑖+1

𝑦
+ 𝑂7𝜍 𝑖

𝑧𝜍 𝑖+1
𝑧 + 𝑂8(𝜍 𝑖

𝑥𝜍 𝑖+1
𝑦

+ 𝜍 𝑖
𝑦
𝜍 𝑖+1

𝑥 )

+𝑂9(𝜍 𝑖
𝑥𝜍 𝑖+1

𝑧 + 𝜍 𝑖
𝑧𝜍 𝑖+1

𝑥 ) + 𝑂10(𝜍 𝑖
𝑦
𝜍 𝑖+1

𝑧 + 𝜍 𝑖
𝑧𝜍 𝑖+1

𝑦
)

  (3.23)  

Operatör sabitleri Ek-a‗da verilmiĢtir. Artık 𝑂  operatörü, verteks enerjileri kolayca 

hesaplanabilecek duruma getirilmiĢ bulunmaktadır. Unutulmaması gereken nokta bu 

operatörün temsil ettiği manyetik sistemin hamiltoniyenine Heisenberg Hamiltoniyenine 

ek olarak sadece en yakın komĢu spinler için dipol-dipol etkileĢmesinin eklenmiĢ 

olmasıdır. 

Verteks enerjilerini hesaplamadan önce iĢlem kolaylığı açısından 𝑂  operatöründe 

bulunan ikili spin operatörlerinden 𝑆 𝑖
𝑥 , 𝑆 𝑖+1

𝑥 , 𝑆 𝑖
𝑦

 𝑣𝑒 𝑆 𝑖+1
𝑦

 yi 𝑆 𝑖
+, 𝑆 𝑖+1

+ , 𝑆 𝑖
− 𝑣𝑒 𝑆 𝑖+1

−  cinsinden 

ifade edebiliriz. Denklem 3.25 ta belirtilen eĢitlikleri kullanarak 𝑂  operatörünün son hali 

Denklem 3.26 belirlenmiĢtir.  

𝑆 𝑖
𝑥 =

𝑆 𝑖
++𝑆 𝑖

−

2
     (3.25a) 

𝑆 𝑖+1
𝑥 =

𝑆 𝑖
++𝑆 𝑖

−

2
     (3.25b) 
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𝑆 𝑖
𝑦

=
𝑆 𝑖

+−𝑆 𝑖
−

2𝑖
     (3.25c) 

𝑆 𝑖+1
𝑦 

=
𝑆 𝑖

+−𝑆 𝑖
−

2𝑖
     (3.25d) 

𝑂 = 𝑂1 + (𝑂2 − 𝑖𝑂3)(𝑆 𝑖
+ + 𝑆 𝑖+1

+ ) + (𝑂2 + 𝑖𝑂3)(𝑆 𝑖
− + 𝑆 𝑖+1

− )

+(𝑂5 − 𝑂6 − 2𝑖𝑂8)𝑆 𝑖
+𝑆 𝑖+1

+ + (𝑂5 − 𝑂6 + 2𝑖𝑂8)𝑆 𝑖
−𝑆 𝑖+1

−

+(𝑂5 + 𝑂6)(𝑆 𝑖
+𝑆 𝑖+1

− + 𝑆 𝑖
−𝑆 𝑖+1

+ ) + (𝑂9 − 𝑖𝑂10)(𝑆 𝑖
+𝜍 𝑖+1

𝑧 + 𝜍 𝑖
𝑧𝑆 𝑖+1

+ )

+(𝑂9 + 𝑖𝑂10)(𝑆 𝑖
−𝜍 𝑖+1

𝑧 + 𝜍 𝑖
𝑧𝑆 𝑖+1

− ) + 𝑂4(𝜍 𝑖
𝑧 + 𝜍 𝑖+1

𝑧 ) + 𝑂7𝜍 𝑖
𝑧𝜍 𝑖+1

𝑧

 (3.26) 

𝑂  operatörünün açıkça elde edilmesi ile yoğunluk matrisinin analitik ifadesi elde edilmiĢ 

oldu. Buradan hareketle sistemin bölüĢüm fonksiyonu ve tüm termodinamik nicelikleri 

adi türev kullanarak MATLAB ortamında hesaplanmıĢtır. Ek-b‘de Oi sabitlerinin Ek-

a‘da elde edilen sabitler arasındaki iliĢki; Ek-c‘de tüm verteks ağırlıkları dolayısıyla 

yoğunluk matrisinin elemanları verilmiĢtir. 𝑂  operatörünün spin operatörleri baz 

fonksiyonlarına uygulanırken yardımcı olan eĢitlikler Denklem 3.27‘de belirtildiği 

gibidir. 

S + s , ms =ћ s s+1 -ms ms-1  s , ms+1 

S - s , ms =ћ s s+1 -ms ms+1  s , 𝑚𝑠−1 

𝑆 𝑧  𝑠 ,  𝑚𝑠 = ћ𝑚𝑠 𝑠 ,  𝑚𝑠 

   (3.27) 

Ġki-spin propagatörü 𝑇𝑖𝑗  ve yoğunluk matrisi 𝜌𝑖𝑗  sırasıyla Denklem 3.28 ve Denklem 

3.29 ile veriĢmiĢtir. 

𝑇𝑖𝑗 =

 

 
 
 
 

𝑂1 + 2𝑂4 + 𝑂7 𝑂9 − 𝑖𝑂10 𝑂9 − 𝑖𝑂10 𝑂5 − 𝑂6 + 2𝑖𝑂8

𝑂9 + 𝑖𝑂10 𝑂1 − 𝑂7 𝑂1 − 𝑂7 𝑂9 − 𝑖𝑂10

𝑂9 + 𝑖𝑂10 𝑂5 + 𝑂6 𝑂5 + 𝑂6 𝑂9 − 𝑖𝑂10

𝑂5 − 𝑂6 + 2𝑖𝑂8 −(𝑂9 + 𝑖𝑂10) −(𝑂9 + 𝑖𝑂10) 𝑂1 − 2𝑂4 + 𝑂7  

 
 
 
 

 (3.28) 

𝜌𝑖𝑗 = 𝑇𝑖𝑗 /𝑇𝑟[𝑇𝑖𝑗 ]     (3.29) 
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3.2. Ferromanyetik ve Antiferromanyetik XXX Modeli 

Bu tez çalıĢmasında lokalize dolaĢıklığın hesaplanmasına ilk olarak ferromanyetik 

sistemlerden baĢlanmıĢtır. Ġzotropik XXX ve anizotropik XXZ sistemlerde kuantum 

dolaĢıklık harici manyetik alanın varlığında ve sisteme dıĢarıdan herhangi bir manyetik 

etki bulunmadığı durumlarda incelenmiĢtir. Kuantum Monte Carlo simülasyon 

metodunun Metropolis algoritması kullanılarak uygulanması için öncelikle verteks 

ağırlıkları ve enerjileri hesaplanmıĢtır. Bir önceki bölümde 𝑂  operatörünün en genel 

çözümü dipol-dipol etkileĢmesinin 3 boyutlu kartezyen uzayda tüm spin katkılarını 

içerecek biçimde sunulmuĢtur. Bu çalıĢmanın amacı olan kuantum spin-1/2 zincirinin 

incelenmesi hususunda bazı kısıtlamalar gidilmiĢtir. 𝑑𝛼𝛼  ve 𝑑𝛼𝛽  mesafe terimleri, 

𝑑𝑥𝑥 = 1, 𝑑𝑦𝑦 = 1, 𝑑𝑧𝑧 = 0, 𝑑𝑥𝑦 = 1, 𝑑𝑥𝑧 = 0 ve 𝑑𝑦𝑧 = 0 olarak seçilmiĢtir. Böylece 

diğer sabitler de Denklem 3.30‘ deki halini almıĢlardır. 

𝑓𝑥𝑥 = 𝑓𝑦𝑦 =
𝐷

 32
, 𝑓𝑧𝑧 =

4𝐷

 32

𝑔𝑥𝑦 =
3𝐷

 32
, 𝑔𝑥𝑧 = 𝑔𝑦𝑧 = 0 

     (3.30) 

Ayrıca izotropik XXX ve anizotropik XXZ sistemleri için 𝐽𝑥 = 𝐽𝑦 = 𝐽𝑧  ve 𝐽𝑥 = 𝐽𝑦 ≠ 𝐽𝑧  

dir. 𝑂 𝑋𝑋𝐴  operatörünün son hali, Denklem 3.31‘ de belirtilmiĢtir. 

𝑂 𝑋𝑋𝐴 ≈ O1𝕀 + O2S i
zS i+1

z + O3 S i
z  + S i+1

z  + O4S i
+S i+1

+ + O5S i
−S i+1

−

+O6 S i
+S i+1

− + S i
−S i+1

+  + O7 S i
−S i

+S i+1
− S i+1

+  + O8 S i
+S i

−S i+1
+− S i+1

−  
 (3.31) 

𝑊(𝑠𝑃) ≡  𝑆𝑖,𝑗
𝑧 , 𝑆𝑖+1,𝑗

𝑧  𝑂 𝑋𝑋𝐴  𝑆𝑖,𝑗+1
𝑧 , 𝑆𝑖+1,𝑗+1

𝑧   verteks ağırlıkları Ek-d‘ de belirtilmiĢtir. Ġki-

spin propagatörü 𝑇𝑖𝑗  ve bölüĢüm fonksiyonu 𝑍 sırasıyla Denklem 3.32 ve Denklem 3.33 

ile veriĢmiĢtir. 

𝑇𝑖𝑗 =

 

 
 
 
 
 

𝑂1 +
𝑂2

4
+ 𝑂3 + 𝑂8 0 0 𝑂4

0 𝑂1 −
𝑂2

4
𝑂6 0

0 𝑂6 𝑂1 −
𝑂2

4
0

𝑂5 0 0 𝑂1 +
𝑂2

4
− 𝑂3 + 𝑂7 

 
 
 
 
 

 (3.32) 
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𝑍 = 4𝑂1 + 𝑂7 + 𝑂8     (3.33) 

𝜌𝑖𝑗 =
𝑇𝑖𝑗

𝑍
=

 

 
 
 
 
 
 
 

𝑂1+
𝑂2
4

+𝑂3+𝑂8

4𝑂1+𝑂7+𝑂8
0 0

𝑂4

4𝑂1+𝑂7+𝑂8

0
𝑂1−

𝑂2
4

4𝑂1+𝑂7+𝑂8

𝑂6

4𝑂1+𝑂7+𝑂8
0

0
𝑂6

4𝑂1+𝑂7+𝑂8

𝑂1−
𝑂2
4

4𝑂1+𝑂7+𝑂8
0

𝑂5

4𝑂1+𝑂7+𝑂8
0 0

𝑂1+
𝑂2
4

−𝑂3+𝑂7

4𝑂1+𝑂7+𝑂8  

 
 
 
 
 
 
 

 (3.34) 

 

3.2.1. Ferromanyetik XXX Modeli 

Bir önceki bölümde elde edilen bölüĢüm fonksiyonu Z yardımıyla ferromanyetik XXX 

modeli için öncelikle sistemin enerji yoğunluğu (spin baĢına ortalama enerjisi), ortalama 

mıknatıslanması, manyetik duygunluğu, dolaĢıklığın alt ve üst sınırları MATLAB 

ortamında nümerik olarak harici manyetik alan, Bz, ve dipol-dipol etkileĢmesi sabiti, 

D‘nin bazı değerleri için hesaplanmıĢtır. Öncelikle dipol-dipol etkileĢmesinin 

yokluğunda, termodinamik özellikleri ve tezin ana araĢtırma konusu olan dolaĢıklığın 

sınırları farklı harici manyetik alan değerleri için belirlenmiĢtir (P Androvitsaneas, 

Fytas, Paspalakis, & Terzis, 2012). Anizotropik XY modeli için harici manyetik alan 

altında m=10 ve N=20 için analitik çözüm (Androvitsaneas ve ark, 2012) un sonuçları 

ile uyuĢmaktadır (ġekil 3.1).  

 

ġekil 3.1. Jx=2, Jy=1, Jz=0 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0.5 harici manyetik alanı altında 

sıcaklığa bağlı olarak (a) enerji yoğunluğu (b) manyetik duygunluk (c) spin baĢına 

mıknatıslanma 
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ġekil 3.1(b) ve ġekil 3.1(c)‘de manyetik duygunluk ve mıknatıslanmanın T≈0.5 

değerinde maksimuma ulaĢmıĢtır. Bu sıcaklık değeri kritik nokta olarak adlandırılabilir. 

Ayrıca ġekil 3.1(a) sistemin enerji yoğunluğunun bu kritik değerden itibaren 

eksponansiyel olarak arttığı aĢikardır.  

 

ġekil 3.2. D=0 dipol-dipol sabiti, Jx=1, Jy=1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0.5 harici 

manyetik alanı altında sıcaklığa bağlı olarak (a) enerji yoğunluğu (b) spin baĢına 

mıknatıslanma 

N=40 adet quantum spin-1/2 zinciri oluĢturulup Loop algoritması tabanlı Kuantum 

Monte Carlo simülasyonu ile sistemin termodinamik özellikleri ve dolaĢıklığın sınırları 

belirlenmiĢtir. Bunun için ALPS
4
 paket yazılımı paralel olarak koĢturularak 

termodinamik nicelikler hesaplanmıĢtır. Ferromanyetik XXX modeli için ise harici 

manyetik alan Bz = 0.5 altında elde edilen sonuçlar da ġekil 3.2‘de simülasyon sonuçları 

ile birlikte gösterilmiĢtir. Enerji yoğunluğu ve ortalama mıknatıslanma eğrileri 

incelendiğinde kritik nokta T ≈ 0.25 civarındadır. Bununda birlikte Loop algoritması ile 

ST dekompozisyonu uygulanılan durumda MATLAB ortamında alınan ölçümlerin 

benzer karakteristik gösterdiği gözlemlenmiĢtir. Diğer harici manyetik alanlar için 

alınan ölçümler ferromanyetik XXX modeli için ġekil 3.3 ile sunulmuĢtur.  

Bu aĢamadan sonra sadece Loop algoritması kullanılarak elde edilen simülasyon 

sonuçları ile elde edilen lokalize dolaĢıklık ölçümleri değerlendirilecektir.  

                                                 
4
 http://alps.comp-phys.org/mediawiki/index.php/Main_Page 
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ġekil 3.3. D=0 dipol-dipol sabiti, Jx=1, Jy=1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0.5, 1, 2, 5 

harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) spin baĢına mıknatıslanma (b) 

enerji yoğunluğu 

ġekil 3.3‘te verilen faz diyagramı ve enerji yoğunluğu grafiklerinden anlaĢılacağı üzere 

Bz=5 değeri büyük bir alan değerini temsil etmektedir. Harici alan arttıkça kritik 

sıcaklık değeri de artmakta ve harici alanın faz değiĢimi sıcaklığını arttırdığı 

görülmektedir. Lokalize dolaĢıklık ölçümleri değerlendirilirken Bz=5 yüksek alan 

Bz=0.5 ise düĢük alan değerleri olarak ele alınacaktır. ġekil 3.4(a) ve ġekil 3.4(b) de 

sırasıyla dolaĢıklığın alt sınırı ve üst sınırı farklı harici alan değerleri için belirlenmiĢtir. 

Harici alan olmayan ölçümlerde dahil edilmiĢtir. Harici alan arttıkça artan sıcaklık göz 

önünde bulundurularak, çok düĢük sıcaklıklar hariç, dolaĢıklığın alt sınırının miktarında 

artıĢ görülmektedir (ġekil 3.4(a)). ġekil 3.4(b) incelendiğinde harici alan değeri arttıkça 

dolaĢıklığın üst sınırı azalmaktadır. Alt sınır artan manyetik alan değeriyle artmaktadır.  

ġekil 3.4. D=0 dipol-dipol sabiti, Jx=1, Jy=1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 0.5, 1, 

2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt sınırı (b) 

dolaĢıklığın üst sınırı 
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M.C. Arnesen, dipol-dipol etkileĢmesi dahil edilmemiĢ (D=0) Heisenberg kuantum spin 

modellerinde harici alan ile birlikte dolaĢıklığın arttırılabileceğini göstermiĢtir. Ayrıca 

yüksek harici alanlar dolaĢık olmayan spinlerin dolaĢık hale gelebileceğini de aynı 

çalıĢmada belirtmiĢtir (Arnesen ve ark., 2001). Dipol-dipol etkileĢmesi dahil edilmemiĢ 

Heisenberg modelinde anizotropik ferromanyetik sistemde harici alan arttıkça düĢük 

sıcaklıklarda dolaĢıklığın üst sınırının aldığı değerler azalmaktadır. Sıcaklık arttıkça tüm 

harici alanlar için artma eğilimi göstermekte ve çoğu alan değeri ile kesiĢmektedir. 

Yüksek alanlar altında bu kesiĢme gerçekleĢmemektedir. Alt sınır için de harici alana 

bağlı değiĢiklik üst sınırdaki davranıĢın aksi Ģekildedir. Ġzotropik ferromanyetik model 

için her alan değerinde ve alanın yokluğunda dolaĢıklığın alt sınırı, sıcaklık arttıkça 

azalmaktadır. Bununla birlikte uygulanan harici alan arttıkça dolaĢıklığın alt sınırı, 

düĢük sıcaklıklarda artmaktadır. Bu sonuçlar (Petros Androvitsaneas, Paspalakis, & 

Terzis, 2012) ile tutarlılık göstermektedir.  

Tez çalıĢmasının bu kısmına kadar sadece dipol-dipol etkileĢmesinin yokluğunda (D=0) 

yapılan ölçümler sunulmuĢtur. Bu ölçümler, daha önce sunulmuĢ çalıĢmalar ile 

karĢılaĢtırılmıĢtır. Bu bilgiler ıĢığında önerilen model ve analitik sonuçların, simülasyon 

sonuçları ile birlikte literatür ile uyumlu olduğu gözlenmiĢtir. Dipol-dipol etkileĢmesi 

hesaba katıldığında ferromanyetik XXX modeli için harici manyetik alan altında 

dolaĢıklığın nasıl etkilendiği üzerinde durulacaktır. Dipol-dipol etkileĢmesinin gücünü 

belirleyen dipol-dipol sabiti D‘nin bazı değerleri (D= 0.25, 0.5, 0.75, 1, 2 ve 4) için 

alınan ölçümler ve yapılan hesaplamalar değerlendirilerek bu etkinin dolaĢıklığın 

sınırlarına etkisi aydınlatılacaktır. ġekil 3.5, ġekil 3.6, ġekil 3.7, ġekil 3.8, ġekil 3.9 ve 

ġekil 3.10 ile sırasıyla D‘nin aldığı 0.25, 0.5, 0.75, 1, 2 ve 4 değerlerli için lokalize 

dolaĢıklığın sınırları gösterilmiĢtir. 
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ġekil 3.5. D=0.25 dipol-dipol sabiti, Jx=1, Jy=1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 0.5, 

1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt sınırı (b) 

dolaĢıklığın üst sınırı 

Dipol-dipol etkileĢmesinin hesaba katılması ile birlikte özellikle D=0.25, 0.5, 0.75 ve 

D=1 dipol sabitleri için harici alanın yokluğunda elde edilen alt sınır değerleri 

incelendiğinde (ġekil 3.5, ġekil 3.6, ġekil 3.7 ve ġekil 3.8) dolaĢıklığın sırasıyla T≈0.1, 

T≈0.2, T≈0.3 ve T≈0.5 değerlerinde LEij
lb

≈0 değerine yaklaĢtığı görülmektedir. Bu 

kritik sıcaklık değerlerindeki davranıĢa, anizotropik XY Heisenberg modelinde termal 

dolaĢıklık üzerine yapılan çalıĢmada rastlanmıĢtır (Zhou, Song, Guo, & Li, 2003). 

 

ġekil 3.6. D=0.5 dipol-dipol sabiti, Jx=1, Jy=1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 0.5, 1, 

2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt sınırı (b) 

dolaĢıklığın üst sınırı 

 

ġekil 3.7. D=0.75 dipol-dipol sabiti, Jx=1, Jy=1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 0.5, 

1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt sınırı (b) 

dolaĢıklığın üst sınırı 
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ġekil 3.8. D=1 dipol-dipol sabiti, Jx=1, Jy=1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 0.5, 1, 

2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt sınırı (b) 

dolaĢıklığın üst sınırı 

D=1 değeri için dolaĢıklığın alt sınırı ve üst sınırındaki sıcaklığa göre değiĢimdeki 

davranıĢın ve düĢük sıcaklıklardaki maksimum değerler önemli ölçüde değiĢiklik 

göstermemektedir. Dipol-dipol etkileĢmesi, Zeeman etkileĢmesi ve takas etkileĢmesi 

yanında bahsi geçen D değerleri için zayıf kalmaktadır. D>1 için sistemdeki dipol-dipol 

etkileĢmesinin sistemdeki etkisini arttırdığı ġekil 3.9 ve ġekil 3.10 incelenerek 

anlaĢılabilir.  

 

ġekil 3.9. D=2 dipol-dipol sabiti, Jx=1, Jy=1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 0.5, 1, 

2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt sınırı (b) 

dolaĢıklığın üst sınırı 

𝐵𝑧 ≥ 2 için dolaĢıklığın alt ve üst sınırlarının davranıĢı, diğer dipol sabitlerindeki 

davranıĢlarına benzer niteliktedir. 𝐵𝑧 = 1 ve 𝐵𝑧 = 0.5 harici alanları altında alt sınır 

harici alan değeri arttıkça azalmakta 𝐵𝑧 ≥ 2 halinde alt sınır artmaktadır. DüĢük alan 

değerleri Zeeman etkileĢmesini dipol-dipol etkileĢmesinin yanında daha etkisiz 

kılmakta iken alan 𝐵𝑧 ≥ 2 halinde dipol-dipol etkileĢmesini baskılamaya baĢlamaktadır. 
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Üst sınır için davranıĢ diğer D değerleri ile karĢılaĢtırıldığında benzerlik göstermektedir. 

Fakat düĢük harici alan değerleri için harici alanın varlığı ile yokluğu arasında büyük 

farklar yoktur: Zeeman etkileĢmesinin sistem üzerinde hükmü yok gibidir.  

 

ġekil 3.10. D=4 dipol-dipol sabiti, Jx=1, Jy=1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 0.5, 1, 

2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt sınırı (b) 

dolaĢıklığın üst sınırı 

D=4 değeri için D=2‘deki davranıĢ gözlenmiĢtir. Alt sınır incelendiğinde, 𝐵𝑧 < 5 alan 

değerleri için dolaĢıklık artıĢ göstermiĢ olmakal beraber, koĢula uyan tüm alanlar için 

birbirine çok yakın değerler almıĢtır. Bununla birlikte 𝐵𝑧 = 2 ve T≈0.2‘de kritik bir 

nokta bulunmaktadır. DolaĢıklığın alt sınırının bu sıcaklık değerindeki miktarında ani 

bir azalma söz konusudur. 

 

ġekil 3.11. Bz=0 harici manyetik alan, Jx=1, Jy=1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak üzere 

sıcaklığa bağlı olarak dolaĢıklığın alt sınırı (a) D = 0, 1, 2, 4 (b) D = 0.25, 0.5, 0.75, 1 

ġekil 3.11(a) incelendiğinde harici manyetik alanın yokluğunda sistemde dipol-dipol 

etkileĢmesinin katkısı arttıkça dolaĢıklığın alt sınırı D = 1 değerine kadar azalmakta; 

D>1 için artmaktadır. ġekil 3.11(b) de belli sıcaklık değerlerinde sistemin 
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sönümlenmesi ve tekrar dolaĢıklığın yaratılması uyanıĢ fenomeni olarak adlandırılır. 

Harici alan 𝐵𝑧 = 0.5 değerinde ise düĢük sıcaklıklarda D=0 ve D=4 eğrileri neredeyse 

örtüĢmektedir. Artan sıcaklığa bağlı olarak alt sınırın aldığı değerler azalmaktadır. 

2≥D>0 değerleri için D arttıkça dolaĢıklığın alt sınırı azalma göstermekte iken D>2 için 

tekrar artmaktadır. Dipol-dipol etkileĢmesinin varlığı diğer sabitlerle kıyaslanabilir 

büyüklükteki değerlere sahip iken D, dolaĢıklığın alt sınırının aldığı değerleri 

azaltmaktadır. Baskın D değerleri (D=4) için dipol-dipol etkileĢmesi düĢük sıcaklıklarda 

etkisiz kalmakta iken sıcaklık arttıkça yine sıcaklığa göre alt sınır değerlerini azaltırken 

D=0 daki aldığı değerlere göre dolaĢıklığın alt sınırının aldığı değerleri arttırmıĢtır. 

 

ġekil 3.12. Bz=0.5 harici manyetik alan, Jx=1, Jy=1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak dolaĢıklığın alt sınırı (a) D=0.25, 0.5, 0.75, 1 (b) D=0, 1, 2, 

4 

𝐵𝑧 = 1 harici alanı altında alt sınır 𝐵𝑧 = 0 değeri için benzer bir davranıĢ 

göstermektedir. Tek fark D=4 değerinde sistemin davranıĢı D=1 değerindekine 

benzerdir (ġekil 3.13). 𝐵𝑧 > 1 için sistemin dipol-dipol etkileĢmesinin gücüne göre 

değiĢimi (D) diğer alan değerlerindeki davranıĢa göre farklılık göstermeye baĢladığı 

değerlere tekabül etmektedir. Yüksek harici alanlar altında D arttıkça alt sınır doğrusal 

olarak azalmakta iken artan sıcaklık ile iliĢkili davranıĢını da korumaktadır. 
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ġekil 3.13. Bz=1 harici manyetik alan, Jx=1, Jy=1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak üzere 

sıcaklığa bağlı olarak dolaĢıklığın alt sınırı (a) D=0, 1, 2, 4 (b) D=0.25, 0.5, 0.75, 1 

T≈0.2 değerindeki D=4 ve 𝐵𝑧 = 2‘de alt sınırın ani düĢüĢü ve beraberinde T≈0.5 

değerinde tamamen sönümlenmesi ve bu değerden sonra alt sınırın artan sıcaklıkla 

azalmaması dipol-dipol etkileĢmesinin bu harici alan altında monoton olduğu anlamına 

gelmektedir.  

 

ġekil 3.14. Bz=2 harici manyetik alan, Jx=1, Jy=1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak üzere 

sıcaklığa bağlı olarak dolaĢıklığın alt sınırı (a) D=0, 1, 2, 4 (b) D=0.25, 0.5, 0.75, 1 

𝐵𝑧 = 5 harici alanı alındaki davranıĢ bir önceki alan değeriyle benzerdir. Fakat bu alan 

değeri diğer tüm etkileĢmeleri baskılamıĢ ve etkisinin kaybetmesini sağlamıĢtır. Zeeman 

etkisi arttıkça zaten mümkün olduğunca düzenli spin yönelimine sahip ferromanyetik 

modelde dipol-dipol etkileĢmesinin gücü hayli zayıflamakta olsa da varlığını ġekil 

3.15(a)‘da gösterildiği gibi korumaktadır.  
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ġekil 3.15. Bz=5 harici manyetik alan, Jx=1, Jy=1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak üzere 

sıcaklığa bağlı olarak dolaĢıklığın alt sınırı (a) D=0, 1, 2, 4 (b) D=0.25, 0.5, 0.75, 1 

𝐵𝑧 = 0.5 harici alan altında dolaĢıklığın üst sınırı için ġekil 3.16‘dan hareketle dipol-

dipol etkileĢmesinin gücü arttıkça T<2 değerlerinde dolaĢıklığın arttığı ve T≥2 

değerlerinde ise maksimum değerini alarak değiĢmediği anlaĢılmaktadır. Bu davranıĢ 

diğer alan değerler için değiĢmemekle birlikte harici alan değeri arttıkça dolaĢıklığın 

maksimum değerini aldığı T sıcaklık değeri değiĢmektedir. Fakat 𝐵𝑧 = 2 ve 𝐵𝑧 = 5 

harici alanlarında dolaĢıklığın aldığı maksimum değer hayli azalmakta ve dipol-dipol 

etkileĢmesi etkisiz hale gelmeye baĢlamaktadır. 

 

ġekil 3.16. Bz=0.5 harici manyetik alan, Jx=1, Jy=1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak D=0, 1, 2, 4 için dolaĢıklığın üst sınırı  
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ġekil 3.17. Bz=1 harici manyetik alan, Jx=1, Jy=1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak üzere 

sıcaklığa bağlı olarak D=0, 1, 2, 4 için dolaĢıklığın üst sınırı  

 

ġekil 3.18. Bz=2 harici manyetik alan, Jx=1, Jy=1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak üzere 

sıcaklığa bağlı olarak D=0, 1, 2, 4 için dolaĢıklığın üst sınırı  
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ġekil 3.19. Bz=5 harici manyetik alan, Jx=1, Jy=1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak üzere 

sıcaklığa bağlı olarak D=0, 1, 2, 4 için dolaĢıklığın üst sınırı  

ġekil 3.16, ġekil 3.17, ġekil 3.18 ve ġekil 3.19 incelendiğinde bütün dipol-dipol 

sabitleri için dolaĢıklığın üst sınırının aldığı değerlerin artan harici manyetik alanlar ile 

beraber azaldığı anlaĢılmaktadır. ġimdiye yapılan bu değerlendirmeler dipol-dipol 

etkileĢmesinin belirli harici alanlar altında ve alan yokluğunda kadar en yakın komĢular 

için yapılmıĢtır.  

 

ġekil 3.20. En yakın 20 komĢu ve Bz=0 için dolaĢıklığın alt sınırı  (a) T=0.1 (b) T=0.5 

(c) T=3.5 (d) T=1 

Dipol-dipol etkileĢmesinin dahil edildiği bu tez çalıĢmasında dolaĢıklığın sistemdeki 

diğer spinler üzerindeki etkisini tartıĢmak için ilk 20 spin değerlendirmeye alınmıĢtır. 

Ferromanyetik XXX modeli için Bz=0‘da, T=0.05, 0.1, 0.5, 1, 3.5 sıcaklıklarında D=0, 

1, 2 ve 4 için dolaĢıklığın alt sınırının n. en yakın komĢu spinlere göre davranıĢı ġekil 

3.20 ile verilmektedir. T=0.1 çok düĢük sıcaklık değerinde D=4 için dolaĢıklığın alt 

sınırı en yakın 20 komĢu spin için incelendiğinde dolaĢıklığın miktarında bir değiĢiklik 

olmadığı görülmektedir (ġekil 3.20(a)). 
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D<4 için 9.ncu komĢudan itibaren alt sınır sıfıra çok yakın değerler almaktadır. Ayrıca 

D değeri arttıkça uzak dolaĢık çiftlerin sayısı azalmaktadır. T=0.5 için n>4,  T=1‘de n>5 

ve T=3.5‘da n>1 için dolaĢıklığın alt sınırı neredeyse sıfıra yaklaĢmaktadır. Ayrıca 

T=0.5‘de D=4 değerinde alt sınır n>11‘den sonra sıfıra yaklaĢmaktadır. Harici alanın 

yokluğunda dolaĢıklığın alt sınırının en yakın 20 komĢu spine göre davranıĢı 

gösterilmiĢtir. 1>D>0 aralığında artan D değerleri için dolaĢıklık miktarı azalmakta iken 

4>D>1 aralığında artan D değerleri için dolaĢıklığın miktarı artmaktadır. Bu davranıĢ 

tüm sıcaklık değerleri için geçerlidir.  

  
  

  

ġekil 3.21. Bz=0.5‘de lokalize dolaĢıklığın alt sınırının n komĢu sayısı ve T sıcaklığına 

bağlı değiĢimi 

Harici manyetik alan Bz=0.5 altında n. komĢu sayısına göre dolaĢıklığın alt sınırının 

sıcaklıkla değiĢimi D=0, 1, 2 ve 4 için sırasıyla ġekil 3.21 ile verilmektedir. D<4 için 

sıcaklığa bağlı alt sınırın azalması monotondur. D=4 için yüksek sıcaklıklarda n>3 için 
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alt sınır neredeyse sönümlenmiĢtir. Çok düĢük sıcaklıklarda ise n arttıkça monoton bir 

azalma söz konusudur. T≈1‘de tek-çit etkileri gözlenmektedir. 

  
  

  

ġekil 3.22. Bz=2‘de lokalize dolaĢıklığın alt sınırının n komĢu sayısı ve T sıcaklığına 

bağlı değiĢimi 

Harici manyetik alan Bz=2 altında n. komĢu sayısına göre dolaĢıklığın alt sınırının 

sıcaklıkla değiĢimi D=0, 1, 2 ve 4 için sırasıyla ġekil 3.21 ile verilmektedir. Bz=2 için 

dipol-dipol etkileĢmesinin yokluğunda ve D=1‘de n>2 komĢuluklarında yüksek 

sıcaklıklarda alt sınır sönümlenmektedir. Bu davranıĢın aksine D=2 ve D=4‘te çok 

yüksek sıcaklıklarda dahi alt sınır küçük te olsa sıfırdan farklı değerler almaktadır. 

DüĢük sıcaklarda D<4 için tüm komĢu spinler için alt sınır büyük değiĢiklik 

göstermemektedir.  
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3.2.2. Anti Ferromanyetik XXX Modeli 

Antiferromanyetik model için doğrudan lokalize dolaĢıklığın alt ve üst sınırları harici 

alanın yokluğunda, ve bazı alan değerleri için belirlenmiĢtir. ġekil 3.23‘de farklı harici 

alan değerleri sıcaklığa bağlı değiĢen mıknatıslanma ve enerji grafikleri bulunmaktadır. 

Dipol-dipol etkileĢmesinin bulunmadığı durumda Bz=0.5 ve Bz=1 harici alan değerleri 

için düĢük ve yüksek sıcaklıklarda spin baĢına mıknatıslanma önemli bir değiĢiklik 

göstermemiĢtir. Antiferromanyetik model ve sistemler için beklenmeyen bir sonuç 

değildir. Yüksek alan altında takas etkileĢmesine baskın olan Zeeman enerjisi spin 

yönelimlerini alan yönünde olmaya zorlamakta ve çok düĢük sıcaklıklarda sistemdeki 

mıknatıslanma ferromanyetik sistemdekine benzer bir davranıĢ sergilemektedir. Bz=2 bu 

sistemde görece yüksek bir alan değeri olarak kabul edilmektedir. Bz=5 ise çok yüksek 

bir alandır ve alan sistemdeki tüm spinleri kendi doğrultusunda tutmak iĢinde büyük 

kararlık göstererek takas etkileĢmesini ihmal edilebilir seviyeye çekmektedir. Sıcaklığın 

artması sistemde düzensiz bir yapıya olanak sağlıyor olsa da çok yüksek alanda bile 

yüksek sıcaklıklarda spin baĢına mıknatıslanma çok önemli bir azalma 

göstermemektedir. 

 

ġekil 3.23. D=0 dipol-dipol sabiti, Jx=-1, Jy=-1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0.5, 1, 

2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) spin baĢına mıknatıslanma 

(b) enerji yoğunluğu 

ġekil 3.23(b) de Bz=0.5 ve Bz=1 alanlar uygulandığında enerjinin sıcaklıkla değiĢim 

karakteri ile beraber enerjinin sıcaklığa bağlı aldığı değerler birbirine yakındır. Dipol-

dipol etkileĢmesinin ihmal edildiği durumda dolaĢıklığın üst sınırı, harici alan değeri 
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arttıkça azalmaktadır. Bz<2 değerleri için maksimize olmakla beraber Bz=2 için 

T≈0.15‘de kritik bir artıĢ göstererek artan sıcaklık ile üst diğer manyetik alan 

değerlerine yaklaĢmaktadır. Harici alan 1>Bz>0 aralığında arttıkça alt sınırın aldığı 

değerler azalmaktadır. Aksine Bz>1 durumunda alan arttıkça alt sınır da artmaktadır. Alt 

sınırın sıcaklığa bağlı davranıĢı değiĢmemektedir.  Bz=2 harici alanı altında T≈0.15‘de 

kritik sıcaklıkta dolaĢıklığın alt sınırında ani bir düĢüĢ meydana gelmektedir. Yüksek 

sıcaklıklarda ise alt sınır diğer alan değerlerine göre minimumdur.  

Dipol-dipol etkileĢmesinin dahil edilmediği antiferromanyetik XXX modelinde, 

anizotropinin lokalize dolaĢıklığı arttırdığı sonucuna ulaĢılmıĢtır. Harici alan arttıkça alt 

sınır değerleri artmakta ve üst sınırın aldığı değerler azalmaktadır (Jin & Korepin, 

2004). 

 

ġekil 3.24. D=0 dipol-dipol sabiti, Jx=-1, Jy=-1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 0.5, 

1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın üst sınırı 

(b) dolaĢıklığın alt sınırı 

D<4 değerlerinde dolaĢıklığın alt sınırının miktarı Bz≤2 harici alanları altında 

azalmakadır. Bz=5 yüksek alan altında ise bu miktar tekrar artıĢ göstermektedir ve 

yüksek değerleri almaktadır. D arttıkça uygulanan harici alan değerleri ve alanın 

yokluğundaki alt sınırın sıcaklığa bağlı aldığı değerler birbirine yaklaĢmaktadır. D=4 

için alt sınırın sıcaklığa bağlı davranıĢı değiĢmez iken harici alan arttıkça dolaĢıklık, 

D‘nin artıĢı ile ters orantılı olarak azalmaktadır (ġekil 3.30(a)).  
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ġekil 3.25. D=0.25 dipol-dipol sabiti, Jx=-1, Jy=-1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 

0.5, 1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt 

sınırı (b) dolaĢıklığın üst sınırı 

Üst sınırın davranıĢı incelendiğinde (ġekil 3.25(b), ġekil 3.26(b), ġekil (3.27(b)), ġekil 

(3.28(b)), ġekil (3.29(b)), ġekil (3.30(b))) dipol-dipol etkileĢmesinin sisteme dahil 

edilmesiyle dolaĢıklığın artan manyetik alan değerlerine göre davranıĢında değiĢiklik 

olmadığı görülmektedir. Her D değeri için harici alan arttıkça üst sınırın sıcaklığa bağlı 

aldığı değerler azalmakta ve yüksek sıcaklıklarda örtüĢmeye baĢlamaktadır. Bununla 

birlikte D‘nin yüksek değerlerinde yüksek manyetik alan değeri Bz=5 hariç diğer alan 

dğerleri için yapılan üst sınır değerleri birbirine yaklaĢmakta ve maksimum değere 

ulaĢmaktadır. 

 

ġekil 3.26. D=0.5 dipol-dipol sabiti, Jx=-1, Jy=-1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 

0.5, 1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt 

sınırı (b) dolaĢıklığın üst sınırı 
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ġekil 3.27. D=0.75 dipol-dipol sabiti, Jx=-1, Jy=-1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 

0.5, 1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt 

sınırı (b) dolaĢıklığın üst sınırı 

 

ġekil 3.28. D=1 dipol-dipol sabiti, Jx=-1, Jy=-1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 0.5, 

1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt sınırı (b) 

dolaĢıklığın üst sınırı 
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ġekil 3.29. D=2 dipol-dipol sabiti, Jx=-1, Jy=-1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 0.5, 

1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt sınırı (b) 

dolaĢıklığın üst sınırı 

 

ġekil 3.30. D=4 dipol-dipol sabiti, Jx=-1, Jy=-1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 0.5, 

1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt sınırı (b) 

dolaĢıklığın üst sınırı 

ġekil 3.31, ġekil 3.32 ve ġekil 3.33 değerlendirildiğinde Bz<2 için D arttıkça 

dolaĢıklığın alt sınırının aldığı değerlerin arttığı anlaĢılmaktadır. Bz≥2 için bu davranıĢ 

değiĢiklik göstermektedir. ġekil 3.34(b) incelendiğinde 0.75≥D>0 aralığında D arttıkça 

alt sınırın aldığı değerler azalmakta iken D=1 değerinde dolaĢıklığın miktarı D=0.75‘ten 

daha fazladır. D>1 değerleri için D arttıkça alt sınır da artmaktadır. D=0 için T>2 

sıcaklık değerlerinde dolaĢıklığın alt sınırı sönümlenmektedir (ġekil 3.34(a)). 
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ġekil 3.31. Bz=0 harici manyetik alan, Jx=-1, Jy=-1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak dolaĢıklığın alt sınırı (a) D=0, 1, 2, 4 (b) D=0, 0.25, 0.5, 

0.75, 1 

 

ġekil 3.32. Bz=0.5 harici manyetik alan, Jx=-1, Jy=-1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak dolaĢıklığın alt sınırı (a) D=0, 1, 2, 4 (b) D=0, 0.25, 0.5, 

0.75, 1 

 

ġekil 3.33. Bz=1 harici manyetik alan, Jx=-1, Jy=-1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak dolaĢıklığın alt sınırı (a) D=0, 1, 2, 4 (b) D=0, 0.25, 0.5, 

0.75, 1 
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ġekil 3.34. Bz=2 harici manyetik alan, Jx=-1, Jy=-1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak dolaĢıklığın alt sınırı (a) D=0, 1, 2, 4 (b) D=0, 0.25, 0.5, 

0.75, 1 

 

ġekil 3.35. Bz=5 harici manyetik alan, Jx=-1, Jy=-1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak dolaĢıklığın alt sınırı (a) D=0, 1, 2, 4 (b) D=0, 0.25, 0.5, 

0.75, 1 

Yüksek harici alan Bz=5 altında ise alt sınır D arttıkça azalmaktadır ve D=4 için T>2.5 

değeri için sönümlenmektedir. Antiferromanyetik XXX modelinde alt sınırın davranıĢı 

incelendikten sonra üst sınır için bir değerlendirme yapmak gerekmektedir. Bz=0 harici 

alan altında tüm D değerleri için üst sınırın sıcaklığa bağlı aldığı değerler üst üste 

binmektedir ve artan sıcaklığa bağlı olarak değiĢmediği anlaĢılmaktadır. Bununla 

beraber maksimum değerini almaktadır.  
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ġekil 3.36. Bz=0.5 harici manyetik alan, Jx=-1, Jy=-1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak D=0, 1, 2, 4 için dolaĢıklığın üst sınırı  

Çok düĢük sıcaklıklarda üst sınır düĢük değerler almakla birlikte Bz>1 için dipol-dipol 

etkileĢmesinin sistem üzerindeki etkisi görülmektedir. D değeri arttıkça üst sınır artıĢ 

göstermektedir. Yüksek harici alan dipol-dipol etkileĢmesinin gücünün zayıf olduğu 

durumlarda (D) üst sınırın aldığı değerleri azaltmaktadır. Sıcaklık arttıkça her D değeri 

ve tüm alanlar için üst sınırın aldığı değerleri arttırmaktadır.  

 

ġekil 3.37. Bz=1 harici manyetik alan, Jx=-1, Jy=-1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak D=0, 1, 2, 4 için dolaĢıklığın üst sınırı 

En yakın komĢu spinler arasında dolaĢıklığın alt ve üst sınırlarının uygulanan harici alan 

ve dipol-dipol etkileĢme sabiti D‘nin varlığında nasıl davrandığı incelendikten sonra 

diğer en yakın spinler arasındaki davranıĢ araĢtırılmıĢtır. DolaĢık çiftlerin gücünün bu 
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etkileĢmeler altında nasıl değiĢtiği ve en yakın n komĢu spin üzerindeki etkisi güçlü 

dolaĢık çiftlerin hangi koĢullar altında elde edilebileceği ve dolaĢıklığı kuantum iĢlemler 

için kaynak olarak kullanmak adı altında bu tez çalıĢmasının hedef aldığı önemli bir 

noktadır. 

 

ġekil 3.38.  Bz=2 harici manyetik alan, Jx=-1, Jy=-1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak D=0, 1, 2, 4 için dolaĢıklığın üst sınırı 

 

ġekil 3.39. Bz=5 harici manyetik alan, Jx=-1, Jy=-1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak D=0, 1, 2, 4 için dolaĢıklığın üst sınırı 

Antiferromanyetik XXX modeli için Bz=0‘da, T=0.1, 0.5, 1, 3.5 sıcaklıklarında D=0, 1, 

2 ve 4 için dolaĢıklığın alt sınırının n. en yakın komĢu spinlere göre davranıĢı ġekil 3.40 

ile verilmektedir. Harici alanın yokluğunda, çok düĢük sıcaklıkta (T=0.1), D değeri 

arttıkça alt sınırın aldığı değerlerin arttığı aĢikardır. D=0‘da n>14 için alt sınır 

sönümlenmektedir. Diğer dipol-dipol sabitleri için alt sınırın aldığı değerler 
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sönümlenmemekle birlikte D=2‘de n>6 ve D=4‘de n>4 için alt sınır n arttıkça 

değiĢmemektedir. Bununla birlikte tüm sıcaklık değerleri için geçerli olan bir durum ise 

spinler uzaklaĢtıkça dolaĢıklığın azaldığıdır. Sıcaklığın bozucu etkisi T=0.5 sıcaklık 

değerinde (ġekil 3.40(d)) fark edilmektedir. Yine de burada D=4 (güçlü dipol-dipol) 

sıcaklığın bozucu etkisinin önüne geçerek en yakın 20 komĢu ile olan ikili dolaĢıklığın 

sönümlenmesini engellemiĢtir. D değeri arttıkça dolaĢık çiftlerin erimi de artmaktadır. 

T=1‘de n>10 için alt sınır sönümlenmekle beraber dolaĢıklığın miktarında azalma 

görülmektedir. Çok yüksek sıcaklıkta ise n>4 için dolaĢık çiftler için alt sınırın aldığı 

değerler sönümlenmektedir. Harici alanın varlığında en yakın 10 komĢu (n=10) için alt 

sınırın gösterdiği değiĢim incelenerek harici alan ve D‘nin etkisi incelenmiĢtir. 

 

ġekil 3.40. En yakın 20 komĢu ve Bz=0 için dolaĢıklığın alt sınırı  (a) T=3.5 (b) T=1 (c) 

T=0.1 (d) T=0.5 

Antiferromanyetik anizotropik XYZ modeli için lokalize dolaĢıklığın sınırlarının 

belirlendiği bir çalıĢmada, takas sabitleri Jx, Jy ve Jz‘nin birbirine çok yakın değerler 

aldığı durumda harici alanın yokluğunda düĢük sıcaklıklarda spin uzaklığı değiĢtikçe 

periyodik olarak dolaĢıklığın sönümlendiği ve tekrar ortaya çıktığı fark edilmiĢtir. Buna 

tek-çift etkisi denmektedir (Petros Androvitsaneas, Terzis, & Paspalakis, 2013).  



82 

 

Ġzotropiye bağlı bu etki bu tez çalıĢmasında harici alanın varlığında bazı dipol 

sabitlerinin aldığı değerler için gözlenmiĢtir. 

Harici manyetik alan Bz=0.5 altında n. komĢu sayısına göre dolaĢıklığın alt sınırının 

sıcaklıkla değiĢimi D=0, 1, 2 ve 4 için sırasıyla ġekil 3.41 ile verilmektedir. Bz=0.5 ve 

D=1 değerinde 1.5>T>0.5 aralığında n>3 için tek-çift etkisi gözlenmektedir. Ayrıca 

aynı harici alan değeri altında D arttıkça dolaĢıklığın alt sınırının aldığı değerlerde 

özellikle daha uzak komĢu spinler için arttığı gözlenmektedir. D=4 için komĢu çok 

düĢük sıcaklıklarda komĢu uzaklığına göre alt sınır değiĢmemektedir. D=0 için çok 

düĢük sıcaklıkta T≈0.1 n>4 için alt sınır sönümlenmekte ve T≈2.7‘ye kadar tekrar 

yaratılmakta ve bu sıcaklık değerinden sonra tekrar sönümlenmektedir. DolaĢıklığın alt 

sınırında ise sıcaklığa bağlı davranıĢın monoton olmaması da Bz=0.5 ve D=1‘da 

gözlenmiĢtir. Bu durum uyanıĢ fenomeni olarak adlandırılır. Ayrıca Bz=2 için D=2 ve 

D=4‘te açık bir Ģekilde belli olmaktadır. 

  
  

  

ġekil 3.41. Bz=0.5‘de lokalize dolaĢıklığın alt sınırının n komĢu sayısı ve T sıcaklığına 

bağlı değiĢimi 
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Harici manyetik alan Bz=2 altında n. komĢu sayısına göre dolaĢıklığın alt sınırının 

sıcaklıkla değiĢimi D=0, 1, 2 ve 4 için sırasıyla ġekil 3.42 ile verilmektedir. 

  
  

  

ġekil 3.42. Bz=2‘de lokalize dolaĢıklığın alt sınırının n komĢu sayısı ve T sıcaklığına 

bağlı değiĢimi 

Bz=2 harici alanı altında D arttıkça tek-çift etkisi ve uyanıĢ fenomeni aĢikardır. Ayrıca 

yüksek sıcaklıklarda dahi en yakın komĢu spinlerin alt sınır değerleri en yüksektir. 

3.3. KarıĢık Durumlar 

Tez çalıĢmasının bu bölümünde karıĢık haller üzerinde durulmuĢtur. Bu bölüm iki  

bölümde incelenmiĢtir. Ġlki -x ve -y‘de antiferromanyetik (Jx=Jy=-1) ve -z‘de 

antiferromanyetik (Jz=1) olan durum; ikincisi -x ve -y‘de ferromanyetik (Jx= Jy =1) ve -

z‘de ferromanyetik (Jz=-1) olan durum olarak parametrelendirilmiĢtir. Her durum için 

sıcaklığa göre dolaĢıklığın alt ve üst sınırları incelenmiĢtir.  
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3.3.1. Birinci Tip KarıĢık Durumlar 

Loop algoritması kullanılarak yapılan ölçümlerde elde edilen spin baĢına ortalama 

mıknatıslanma ve iç enerji sıcaklığın fonksiyonu olarak ġekil 3.43‘de aktarıldığı gibidir. 

Dipol-dipol etkileĢmesinin ihmal edildiği durum için farklı harici manyetik alan 

değerleri için bu iki termodinamik niceliğin davranıĢı sunulmuĢtur. Mıknatıslanma 

grafiğinde (ġekil 3.43(a)) manyetik alan arttıkça faz sıcaklığının arttığı görülmektedir. 

Ayrıca bu tip karıĢık sistemin davranıĢı ferromanyetik sistemin davranıĢına benzerdir. 

Bunun en önemli sebebi bu tip karıĢık durumda –z projeksiyonunda sistemin 

ferromanyetik diğer projeksiyonlarda antiferromanyetik olmasıdır. 

 

ġekil 3.43. D=0 dipol-dipol sabiti, Jx=-1, Jy=-1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0.5, 1, 

2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) spin baĢına mıknatıslanma 

(b) enerji yoğunluğu 

ġekil 3.43(b) incelendiğinde harici manyetik alan artıĢının sistemin iç enerjisini 

düĢürdüğü görülmektedir. Bu davranıĢ, antiferromanyetik ve ferromanyetik model ile 

farklılık göstermemektedir. ġekil 3.43‘den yüksek manyetik alan ve düĢük manyetik 

alan değerleri kolayca belirlenebilir. Buna göre Bz=5 yüksek manyetik alan değeri; 

Bz=0.5 ise yüksek manyetik alan değeridir.  
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ġekil 3.44. D=0 dipol-dipol sabiti, Jx=-1, Jy=-1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 0.5, 

1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın üst sınırı 

(b) dolaĢıklığın alt sınırı 

Dipol-dipol etkileĢmesinin katkısının bulunmadığı durumda (D=0), farklı harici 

manyetik alanlar altında dolaĢıklığın alt ve üst sınırlarının sıcaklığa göre değiĢimi ġekil 

3.44‘de açıkça gösterilmiĢtir. DolaĢıklığın alt sınırının (ġekil 3.44(a)) sıcaklıkla azaldığı 

aĢikardır. Harici alan arttıkça bu davranıĢ değiĢmemekle beraber daha yüksek 

sıcaklıklarda alt sınırın maksimum değerinden uzaklaĢtığı görülmektedir. Ayrıca Bz=5 

yüksek alan altında yüksek sıcaklıkta 𝐿𝐸𝑖𝑗
𝑢𝑏 ≈ 0.1 civarında iken diğer alanlar altında 

𝐿𝐸𝑖𝑗
𝑢𝑏 < 0.05 olduğu görülmektedir.  

 

ġekil 3.45. D=0.25 dipol-dipol sabiti, Jx=-1, Jy=-1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 

0.5, 1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt 

sınırı (b) dolaĢıklığın üst sınırı 
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Üst sınır, (ġekil 3.44(b)) alan artıkça alt sınıra yaklaĢmaktadır. Özellikle yüksek alan 

Bz=5 için en yakın olduğu durumdur. Diğer tüm modellerde olduğu gibi bu tip karıĢık 

durumda da dolaĢıklığın sınırlarının sıcaklığa göre değiĢimi sistematiktir. 

 

ġekil 3.46. D=0.5 dipol-dipol sabiti, Jx=-1, Jy=-1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 

0.5, 1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt 

sınırı (b) dolaĢıklığın üst sınırı 

 

ġekil 3.47. D=0.75 dipol-dipol sabiti, Jx=-1, Jy=-1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 

0.5, 1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt 

sınırı (b) dolaĢıklığın üst sınırı 
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ġekil 3.48. D=1 dipol-dipol sabiti, Jx=-1, Jy=-1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 0.5, 

1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt sınırı (b) 

dolaĢıklığın üst sınırı 

 

ġekil 3.49. D=2 dipol-dipol sabiti, Jx=-1, Jy=-1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 0.5, 

1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt sınırı (b) 

dolaĢıklığın üst sınırı 
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ġekil 3.50. D=4 dipol-dipol sabiti, Jx=-1, Jy=-1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 0.5, 

1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt sınırı (b) 

dolaĢıklığın üst sınırı 

ġekil 3.51 incelendiğinde harici alan yokluğunda 1>D>0 aralığında D arttıkça düĢük 

sıcaklık değerlerinde alt sınırın aldığı değerler için sıcaklığa göre uyanıĢ fenomeni 

tarzında bir davranıĢ bulunduğu söylenebilir. D≥1 için D arttıkça alt sınırın aldığı 

değerler de artmaktadır. Sıcaklığa bağlı davranıĢ ise monoton azalandır. 

 

ġekil 3.51. Bz=0 harici manyetik alan, Jx=-1, Jy=-1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak dolaĢıklığın alt sınırı (a) D=0, 1, 2, 4 (b) D= 0.25, 0.5, 0.75, 

1 

Bz=0.5 harici alan altında 1>D>0 aralığında D arttıkça alt sınır değerleri azalmaktadır. 

Bu aralıkta en düĢük D değeri (D=0.25) en yüksek alt sınır değerlerine sahiptir (düĢük 

sıcaklıkta). D>1 için D arttıkça alt sınırın aldığı değerlerin arttığı görülmektedir. D=2 ve 

D=4, D=0.25 ve D=0.5‘de olduğu kadar, çok düĢük sıcaklıklarda, dolaĢık 

olamamaktadır. Fakat D=4 sıcaklığın bozucu etkisine karĢı koymakta ve alt sınırın 

sıcaklığa göre değiĢiminde dolaĢıklığın miktarını diğer D değerlerine nazaran daha fazla 

sıfırdan uzak tutmaktadır.   
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ġekil 3.52. Bz=0.5 harici manyetik alan, Jx=-1, Jy=-1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak dolaĢıklığın alt sınırı (a) D=0, 1, 2, 4 (b) D= 0.25, 0.5, 0.75, 

1 

Bz=1 harici alan altında 2≥D>0 aralığında dolaĢıklığın alt sınırının aldığı değerler 

azalmaktadır. D>2 için artıĢ gösteren alt sınır için sıcaklık arttıkça tüm D sabitleri için 

dolaĢıklığın sıfıra yaklaĢtığı sadece D=2 için T≥0.6 sıcaklığından sonra sönümlendiği 

söylenebilir. 

 

ġekil 3.53. Bz=1 harici manyetik alan, Jx=-1, Jy=-1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak dolaĢıklığın alt sınırı (a) D=0, 1, 2, 4 (b) D= 0.25, 0.5, 0.75, 

1 

Harici alan arttıkça sistemin bu davranıĢı değiĢmektedir. D değerleri arttıkça alt sınırın 

değerleri monoton azalmaktadır (ġekil 3.54 ve ġekil 3.55). Birinci tip karıĢık durum için 

üst sınır harici alan yokluğunda tüm D değerleri için maksimum değerine sahiptir ve üst 

üste gelmektedir (ġekil 3.56). Harici alan arttıkça D‘nin azalmasıyla üst sınır düĢük 
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sıcaklıklar için azalmakta iken T≥1.5 için hepsi maksimum değerde üst üste 

gelmektedir. 

 

ġekil 3.54. Bz=2 harici manyetik alan, Jx=-1, Jy=-1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak dolaĢıklığın alt sınırı (a) D=0, 1, 2, 4 (b) D= 0.25, 0.5, 0.75, 

1 

 

ġekil 3.55. Bz=5 harici manyetik alan, Jx=-1, Jy=-1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak dolaĢıklığın alt sınırı (a) D=0, 1, 2, 4 (b) D= 0.25, 0.5, 0.75, 

1 
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ġekil 3.56. Bz=0 harici manyetik alan, Jx=-1, Jy=-1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak D=0, 1, 2, 4 için dolaĢıklığın üst sınırı 

 

ġekil 3.57. Bz=0.5 harici manyetik alan, Jx=-1, Jy=-1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak D=0, 1, 2, 4 için dolaĢıklığın üst sınırı 

5>Bz≥0bu davranıĢ değiĢmemekle birlikte tüm D eğrilerinin üst üste gelmeye baĢladığı 

T sıcaklığının değeri artmaktadır. Bz=5 yüksek harici alan altında ise tüm D değerlerine 

karĢılık gelen üst sınır değerleri azalmakta ve sıcaklıkla maksimum değerine ulaĢıp üst 

üste gelmemektedir.  
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ġekil 3.58. Bz=1 harici manyetik alan, Jx=-1, Jy=-1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak D=0, 1, 2, 4 için dolaĢıklığın üst sınırı 

 

ġekil 3.59. Bz=2 harici manyetik alan, Jx=-1, Jy=-1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak D=0, 1, 2, 4 için dolaĢıklığın üst sınırı 

Birinci tip karıĢık modelde en yakın komĢu spinler arasında lokalize dolaĢıklık, alt ve 

üst sınırlar üzerinden belirlenmeye çalıĢılmıĢtır. Dipol-dipol etkileĢmesinin(uzun erimli 

etkileĢme) AFM ve FM modellerde diğer yakın n. komĢu spinler üzerinde uzaklığa 

bağlı etkisi önceki bölümde ortaya konmuĢtur. Bu tip karıĢık durum için de bu etki 

incelenmiĢtir. 
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ġekil 3.60. Bz=5 harici manyetik alan, Jx=-1, Jy=-1, Jz=1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak D=0, 1, 2, 4 için dolaĢıklığın üst sınırı 

Birinci tip karıĢık model için Bz=0‘da, T= 0.1, 0.5, 1, 3.5 sıcaklıklarında D=0, 1, 2 ve 4 

için dolaĢıklığın alt sınırının n. en yakın komĢu spinlere göre davranıĢı ġekil 3.61 ile 

verilmektedir. Tüm sıcaklık değerlerinde D=4 baskın değeri için n komĢu spin uzaklığı 

arttıkça alt sınırın değeri değiĢmemekle beraber maksimum değerindedir.  

 

ġekil 3.61. En yakın 20 komĢu ve Bz=0 için dolaĢıklığın alt sınırı  (a) T=0.1 (b) T=0.5 

(c) T=1 (d) T=3.5 
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Çok yüksek sıcaklıkta (T=3.5) ise bu davranıĢ değiĢmemekle birlikte maksimum 

değerde değildir. Buradan hareketle sıcaklık arttıkça 20 en yakın komĢu için D=4 

değerinde artan uzaklığa bağlı olarak alt sınırın değiĢmediği söylenebilir. Diğer dipol 

sabitleri için durum biraz daha farklıdır. T=0.1‘de dipol-dipol etkileĢmesinin 

yokluğunda n=10 komĢu spine kadar dolaĢıklığın alt sınırı sönümlenmemektedir. 

T=0.5‘de ise sıcaklığın bozucu etkisi D=0 için dolaĢık olan en yakın n=10 komĢu spin 

sayısını azaltmıĢtır. T≥1 sıcaklıklarında 2.komĢu spinden itibaren tüm D değerleri için 

alt sınır sönümlenmiĢtir. D<4 için sıcaklığın bozucu etkisi baskın olmakla beraber 

dipol-dipol etkisini en aza indirgemektedir. 

  

  

ġekil 3.62. Bz=0.5‘de lokalize dolaĢıklığın alt sınırının n komĢu sayısı ve T sıcaklığına 

bağlı değiĢimi 

Harici manyetik alan Bz=0.5 altında n. komĢu sayısına göre dolaĢıklığın alt sınırının 

sıcaklıkla değiĢimi D=0, 1, 2 ve 4 için sırasıyla ġekil 3.62 ile verilmektedir. Bz=0.5‘de 

D=0 için ilk 10 komĢu spinin sıcaklıkla davranıĢı monoton olmakla beraber düĢük 

sıcaklıklarda n sayısına göre değiĢmemektedir. D=1‘de düĢük sıcaklıklarda tüm komĢu 
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spinler için alt sınır ani bir değer kaybına uğramıĢtır ve T=0.5 sıcaklığına kadar değeri 

artmıĢtır. Bu düĢük sıcaklık değerlerinde ilk ve 2. komĢu spinler, n=1 ve n=2, diğer 

komĢu spinlere göre daha düĢük alt sınır değerlerine sahiptir. D=4 hem yüksek hem de 

düĢük sıcaklıklarda alt sınırın en yüksek olduğu değerdir. Bz=2 için D=4 hariç diğer tüm 

D sabitlerinin sistem üzerinde herhangi bir etkisi bulunmamaktadır. D=4‘te n=4 için 

zayıf bir tek-çift etkisi görülmektedir. Ayrıca D arttıkça alt sınırın aldığı değerler 

sıcaklığa ve yakın komĢu spin sayısı n‘e göre azalmaktadır. 

Harici manyetik alan Bz=2 altında n. komĢu sayısına göre dolaĢıklığın alt sınırının 

sıcaklıkla değiĢimi D=0, 1, 2 ve 4 için sırasıyla ġekil 3.63 ile verilmektedir. 

  
  

  

ġekil 3.63. Bz=2‘de lokalize dolaĢıklığın alt sınırının n komĢu sayısı ve T sıcaklığına 

bağlı değiĢimi 
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3.3.2. Ġkinci Tip KarıĢık Durumlar 

Ġkinci tip karıĢık durumlarda Jx=1, Jy=1, Jz=-1 olarak belirlenmiĢtir. x ve y 

projeksiyonundaki takas etkileĢmesi ferromanyetik, -z‘de ise antiferromanyetiktir. Loop 

algoritması kullanılarak yapılan ölçümlerde elde edilen spin baĢına ortalama 

mıknatıslanma ve iç enerji sıcaklığın fonksiyonu olarak ġekil 3.64‘de aktarıldığı gibidir. 

Dipol-dipol etkileĢmesinin ihmal edildiği durum için (D=0) farklı harici manyetik 

alanlar altında bu iki termodinamik niceliğin davranıĢı sunulmuĢtur. Bz=0.5 ve Bz=1 

harici alanları altında düĢük sıcaklıklarda düĢük mıknatıslanmaya sahiptir. Yüksek alan 

değerlerinde ise Zeeman etkisi düĢük sıcaklıklarda mıknatıslanmayı arttırsa da Bz=2‘de 

çok düĢük sıcaklıklarda spin baĢına mıknatıslanma T>0.25 için takas etkileĢmesi ve 

sıcaklığın bozucu etkisi ile azalmaktadır ġekil 3.64(a). Alan arttıkça enerjinin aldığı 

değerler azalmaktadır (ġekil 3.64(b)). Bz=5‘in çok yüksek alan değeri olduğu ġekil 

3.64(b) incelendiğinde anlaĢılmaktadır. 

 

ġekil 3.64. D=0 dipol-dipol sabiti, Jx=1, Jy=1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0.5, 1, 

2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) spin baĢına mıknatıslanma 

(b) enerji yoğunluğu 

Dipol-dipol etkileĢmesinin yokluğunda bu tip karıĢık sistem için dolaĢıklığın alt ve üst 

sınırları ġekil 3.65‘te belirlenmiĢtir. Bz<2 harici alanlar altında alan değeri arttıkça 

dolaĢıklığın alt sınırının aldığı değerler azalmakta; sıcaklığın bozucu etkisi ile yüksek 

sıcaklık altında örtüĢmektedir. Bz>1 için alt sınır harici alanın artıĢı ile doğru orantılı 

olarak artmaktadır. Bz=2 düĢük sıcaklarda yüksek alt sınır değerlerine sahip iken 
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T>0.25‘den sonra ani azalmaktadır ve sıfıra en çok yaklaĢtığı sıcaklık değeri T=3‘tür. 

Bu sıcaklık değerinden sonra alt sınır tekrar artıĢ göstermiĢtir (ġekil 3.65(a)). 

Bz≤1 harici alanlar altında dolaĢıklığın üst sınırı sıcaklıkla değiĢmez durumda ve 

maksimum değerini almaktadır. Bz>1 harici alanları altında ise sıcaklıkla üst sınır 

değiĢmekte ve alt sınırdan uzaklaĢmaktadır (ġekil 3.65(b)). 

 

 

ġekil 3.65. D=0 dipol-dipol sabiti, Jx=1, Jy=1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 0.5, 

1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt sınırı (b) 

dolaĢıklığın üst sınırı 

Dipol-dipol etkileĢmesi hesaba katıldığında, D=0.25 için, Bz=2 için alt sınırda gözlenen 

davranıĢ benzerdir T>2.25 sıcaklık değerinden sonra artan sıcaklık ile dolaĢıklık artıĢ 

göstermiĢtir (monoton olmayan davranıĢ). Küçük D değerleri için sistemin alt ve üst 

sınır için davranıĢı aynıdır (ġekil 3.66(a)). D=0.5 değeri için Bz=2 değerinde monoton 

olmayan durum daha belirgin Ģekilde fark edilebilir. Ayrıca bu alan değerinden sonra 

alan arttıkça dolaĢıklığın alt sınırının aldığı artmaktadır. 2>B>0 için alan arttıkça 

dolaĢıklığın alt sınırının aldığı değerler azalmaktadır. Üst sınır da az önce tartıĢılan D 

değeri ile aynı özelliği göstermektedir. 
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ġekil 3.66. D=0.25 dipol-dipol sabiti, Jx=1, Jy=1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 

0.5, 1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt 

sınırı (b) dolaĢıklığın üst sınırı 

 

ġekil 3.67. D=0.5 dipol-dipol sabiti, Jx=1, Jy=1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 0.5, 

1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt sınırı (b) 

dolaĢıklığın üst sınırı 

DolaĢıklığın alt sınırının sönümlendiği sıcaklık değeri dipol-dipol etkileĢme sabiti D 

arttıkça küçülmektedir. D>1 için bu davranıĢ ortadan kalkmaktadır. D=4 değerinde üst 

sınır Bz<5 harici alanları altında sıcaklığa bağlı değiĢim göstermemekte ve neredeyse 

aldığı değerler örtüĢmektedir. Bu D değerine kadar Bz=2 harici alan altında üst sınırın 

aldığı değerler Bz=5‘ten uzaklaĢmakta ve diğer alan değerleri ile örtüĢme eğilimi 

göstermektedir. D=4 için dolaĢıklığın alt sınırı artan harici alan ile doğru orantılı 

artmakta ve alt sınırının maksimum olduğu sıcaklık değeri büyümektedir. 
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ġekil 3.68. D=0.75 dipol-dipol sabiti, Jx=1, Jy=1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 

0.5, 1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt 

sınırı (b) dolaĢıklığın üst sınırı 

 

ġekil 3.69. D=1 dipol-dipol sabiti, Jx=1, Jy=1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 0.5, 

1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt sınırı (b) 

dolaĢıklığın üst sınırı 
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ġekil 3.70. D=2 dipol-dipol sabiti, Jx=1, Jy=1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 0.5, 

1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt sınırı (b) 

dolaĢıklığın üst sınırı 

 

ġekil 3.71. D=4 dipol-dipol sabiti, Jx=1, Jy=1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0, 0.5, 

1, 2, 5 harici manyetik alanları altında sıcaklığa bağlı olarak (a) dolaĢıklığın alt sınırı (b) 

dolaĢıklığın üst sınırı 

Harici alanın yokluğunda D arttıkça dolaĢıklığın alt sınırının aldığı değerlerde 

artmaktadır. Her D değeri için dolaĢıklığın alt sınırı sıcaklık arttıkça azalmaktadır. 

Sıcaklığın maksimum olduğu sıcaklık değeri ise D arttıkça artmaktadır (ġekil 3.72(a)). 

Bz≤1 harici alan altında alt sınırın davranıĢı değiĢmez iken yüksek sıcaklıklarda dahi alt 

sınır sönümlenmemektedir. 

 

ġekil 3.72. Bz=0 harici manyetik alan, Jx=1, Jy=1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak dolaĢıklığın alt sınırı (a) D=0, 1, 2, 4 (b) D= 0.25, 0.5, 0.75, 

1 
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ġekil 3.73. Bz=0.5 harici manyetik alan, Jx=1, Jy=1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak dolaĢıklığın alt sınırı (a) D=0, 1, 2, 4 (b) D= 0.25, 0.5, 0.75, 

1 

 

ġekil 3.74. Bz=1 harici manyetik alan, Jx=1, Jy=1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak dolaĢıklığın alt sınırı (a) D=0, 1, 2, 4 (b) D= 0.25, 0.5, 0.75, 

1 

Bz=2 harici alan altında alt sınırın aldığı değerler, (ġekil 3.75(b)) dikkatli bir biçimde 

incelendiğinde 1>D>0 aralığında D arttıkça azalmaktadır. DolaĢıklık miktarındaki bu 

azamla düĢük sıcaklıklarda daha belirgindir. Bununla birlikte bu aralıktaki her D değeri 

için monoton olmayan bir durum söz konusudur. D arttıkça alt sınırın sönümlendiği T 

sıcaklık değeri azalmaktadır ve tekrar dolaĢıklık artmaya (sıfırdan uzaklaĢtığında) 

baĢladığında daha yüksek değerler kazanmaktadır. ġekil 3.75(a) ise D≥ 1 değerinden 

sonra D arttıkça dolaĢıklığın alt sınırının aldığı değerlerin azaldığını göstermektedir. 

D>1 için sıcaklık ile monoton azalan bir davranıĢ söz konusudur ve yüksek 
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sıcaklıklarda aldığı değerler D arttıkça artmaktadır. Bz=5 alana maruz iken sistemde alt 

sınır dipol-dipol sabiti D arttıkça azalmaktadır (ġekil 3.76).  

 

ġekil 3.75. Bz=2 harici manyetik alan, Jx=1, Jy=1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak dolaĢıklığın alt sınırı (a) D=0, 1, 2, 4 (b) D= 0.25, 0.5, 0.75, 

1 

 

ġekil 3.76. Bz=5 harici manyetik alan, Jx=1, Jy=1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak dolaĢıklığın alt sınırı (a) D=0, 1, 2, 4 (b) D= 0.25, 0.5, 0.75, 

1 

DolaĢıklığın üst sınırı harici alan yok iken tüm D değerleri için maksimum değerler 

almakta ve bu değerler neredeyse üst üste gelmektedir (ġekil 3.77). Bz=0.5 için de aynı 

durum söz konusudur (ġekil 3.77). Bz>0.5 için artan D değerleriyle ters orantılı olarak 

üst sınırın aldığı değerler azalmaktadır. Çok yüksek alan altında bu ayrıklık belirgin bir 

Ģekilde görülmektedir. Ayrıca Bz=2 için tüm D değerlerinde üst sınırın artmaya 
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baĢladığı T sıcaklığı birbirine çok yakındır (T≈0.13). Bz=5 harici alanda, tüm D arttıkça 

üst sınırın artmaya baĢladığı kritik sıcaklık değeri azalmaktadır.  

 

ġekil 3.77. Bz=0 harici manyetik alan, Jx=1, Jy=1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak D=0, 1, 2, 4 için dolaĢıklığın üst sınırı 

 

ġekil 3.78. Bz=0.5 harici manyetik alan, Jx=1, Jy=1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak D=0, 1, 2, 4 için dolaĢıklığın üst sınırı 

En yakın komĢular için D‘ Bz ve T‘ye bağlı dolaĢıklığın alt ve üst sınırlarının davranıĢı 

incelenmiĢtir. Uzun erimli bir etkileĢme olarak dipol-dipol etkileĢmesinin diğer yakın 

komĢulara etkisi üzerine yorumlar yapmak için öncelikle harici alan yokluğun ilk 20 

komĢu için (n=20) bazı sıcaklık değerleri için alt sınırın davranıĢı belirlenmiĢtir. Ġlk spin 

ile son spin veya daha uzak spinler arasındaki dolaĢıklığın mertebesini ve davranıĢını 

belirlemek iki nokta arasındaki bilgi transferi açısından önem taĢımaktadır. 
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ġekil 3.79. Bz=1 harici manyetik alan, Jx=1, Jy=1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak D=0, 1, 2, 4 için dolaĢıklığın üst sınırı 

 

ġekil 3.80. Bz=2 harici manyetik alan, Jx=1, Jy=1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak D=0, 1, 2, 4 için dolaĢıklığın üst sınırı 
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ġekil 3.81. Bz=5 harici manyetik alan, Jx=1, Jy=1, Jz=-1 değiĢ-tokuĢ sabitleri olmak 

üzere sıcaklığa bağlı olarak D=0, 1, 2, 4 için dolaĢıklığın üst sınırı 

Ġkinci tip karıĢık model ve Bz=0‘da, T= 0.1, 0.5, 1, 3.5 sıcaklıklarında D=0, 1, 2 ve 4 

için dolaĢıklığın alt sınırının n. en yakın komĢu spinlere göre davranıĢı ġekil 3.82 ile 

verilmektedir. Harici alanın yokluğunda ilk 20 spin değerlendirildiğinde T=0.1 

sıcaklığında D arttıkça alt sınır da artmaktadır. D=4 değerinde tüm spinlerin dolaĢıklığın 

alt sınırının değeri anıdır (LE(S1)=LE(S2) =LE(S3) =LE(S4)…… =LE(S20)). Dipol-dipol 

etkileĢmesi yokluğunda n arttıkça alt sınır azalmaktadır. D=1 için ilk 6 spine kadar n 

arttıkça alt sınır azalmakta iken n>6 için değiĢmemektedir. D=2 için n>1 için 

dolaĢıklığın diğer komĢu n. spinler için değiĢmemektedir. T=0.5 sıcaklığında ise tüme D 

değerleri için n arttıkça alt sınırın aldığı değerler azalmaktadır. D=2 ve D=4 

değerlerinde artan n‘e göre yüksek sıcaklıklarda dahi dolaĢıklık sönümlenmemekte iken 

D=0 ve D=1 için sırasıyla n=6 ve n=11 komĢularında sönümlenmektedir. Artan sıcaklık 

tüm D değerleri için dolaĢıklığın belirli bir n değerinden sonra sönümleniceğini 

göstermektedir (ġekil 3.82(c) ve ġekil3.82(d)). Tüm sıcaklık değerlerinde artan D‘ye 

bağlı olarak dolaĢıklığın alt sınırı artmaktadır. 

 

ġekil 3.82. En yakın 20 komĢu ve Bz=0 için dolaĢıklığın alt sınırı  (a) T=0.1 (b) T=0.5 

(c) T=1 (d) T=3.5 
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Harici manyetik alan Bz=0.5 altında n komĢu sayısına göre dolaĢıklığın alt sınırının 

sıcaklıkla değiĢimi D=0, 1, 2 ve 4 için sırasıyla ġekil 3.83 ile verilmektedir. Ġlk 10 

komĢu spin Bz=0.5 harici alan altında dolaĢıklığın alt sınırı düĢük sıcaklarda 6>n>1 

aralığında n arttıkça sıfıra yaklaĢmakta ve n>6 için sıfırdan uzaklaĢmaktadır. Ayrıca 

yüksek sıcaklıklarda sadece en yakın komĢu spin için alt sınır sönümlenmemektedir. 

1.75>T>0.5 aralığında 10>n>4 komĢu spinlerle olan dolaĢıklığın alt sınır değerleri 

sıcaklığa bağlı monoton davranıĢa uymamaktadır (ġekil 3.83(a)). D=1 ise bu alan 

altında alt sınırın düĢük sıcaklıklarda D=0‘a göre daha yüksek değerler aldığını ve 

10.komĢu spin ile ilk spin arasındaki alt sınırın sönümlenmediğini göstermektedir. 

Sıcaklığa bağlı monoton davranıĢ mevcudiyetini korurken 1>T>0.5 arasında tek-çift 

etkisine benzer bir davranıĢın varlığını tartıĢmak mümkündür. n=3,5,7 ve 9.komĢu 

spinlerde dolaĢıklığın alt sınırı sıfıra yaklaĢırken çift sayılı komĢular için sıfırdan 

farklıdır. D=2 (ġekil 3.83(c)) ve D=4 (ġekil 3.83(d))  değerleri için sıcaklığa bağlı 

davranıĢ monoton ve tek-çift etkisi bulunmamaktadır. Dipol-dipol etkileĢmesinin gücü 

arttıkça düĢük sıcaklıklarda daha çok komĢu için dolaĢıklığın alt sınırının aldığı değerler 

artmakla birlikte sönümlenme sıcaklığı da artmıĢtır. 
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ġekil 3.83. Bz=0.5‘de lokalize dolaĢıklığın alt sınırının n komĢu sayısı ve T sıcaklığına 

bağlı değiĢimi 

Harici manyetik alan Bz=2 altında n. komĢu sayısına göre dolaĢıklığın alt sınırının 

sıcaklıkla değiĢimi D=0, 1, 2 ve 4 için sırasıyla ġekil 3.84 ile verilmektedir. Dipol-dipol 

etkileĢmesinin dahil edilmediği durumda düĢük sıcaklıklarda n‘in değiĢimine göre alt 

sınır değiĢmemektedir. Sıcaklık arttıkça monoton olarak tüm n komĢu spinler için 

azalmaktadır (ġekil 3.84(a)). D=1 değerinde n=3 tüm sıcaklıklar için en yüksek alt sınır 

değerine sahip komĢudur. Sıcaklığa bağlı monoton azalma D=1 için mevcuttur. D=2, 

D=1‘in aksine n=3‘te alt sınırın sıfıra çok yaklaĢtığı değerdir. Alt sınır n arttıkça n=3‘e 

kadar azalmakta n=4‘te tekrar artmakta n>4 için değiĢmemektedir.  
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ġekil 3.84. Bz=2‘de lokalize dolaĢıklığın alt sınırının n komĢu sayısı ve T sıcaklığına 

bağlı değiĢimi 

ġekil 3.84 (d) incelendiğinde D=4, n<3 için alt sınırın aldığı değerlerin diğer D 

değerlerine oranla en yüksek olduğu değerdir. Bz=2 harici alanı altında, dipol-dipol 

etkileĢmesinin gücü arttıkça tek-çift etkisi ve monoton olmayan davranıĢ 

belirginleĢmektedir. Harici alan yükseldikçe güçlü dipol-dipol etkileĢmesinin (D=4) 

varlığı bahsi geçen davranıĢ mekanizmalarını güçlendirmektedir.  
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4. SONUÇLAR 

BölüĢüm fonksiyonu, dipol-dipol etkileĢmesi dahil edilmiĢ Heisenberg Hamiltoniyeni 

kullanılarak, 𝑂  operatörü ile elde edilen transfer matrisi yardımıyla hesaplanmıĢtır. 

Suzuki-Trotter dekompozisyon yöntemi ve Zassenhaus yaklaĢımı beraber kullanılmıĢtır. 

Elde edilen 𝑂  operatörü ve dolayısıyla sistemin tüm bilgisini elinde tutan yoğunluk 

matrisi, üç boyutlu Euclid uzayında kartezyen koordinatlarda çok boyutlu sistemler için 

kullanılabilecek genel bir ifadedir. Kuantum spin zinciri için yeterli parametreler 

ıĢığında, bölüĢüm fonksiyonu ve yoğunluk matrisi elde edilmiĢtir. D=0, Jx=2, Jy=1, Jz=0 

değiĢ-tokuĢ sabitleri ve Bz=0.5 için ferromanyetik XY modelinde ―MATLAB‖ 

ortamında nümerik basit türev alınarak, termodinamik nicelikler bölüĢüm fonksiyonu 

Z‘den türetilmiĢtir. Manyetik alan, manyetik duygunluk ve iç enerjinin sıcaklıkla 

değiĢimi literatürdeki sonuçlar ile kaĢılaĢtırılmıĢ ve aynı sonuçlara ulaĢılmıĢtır. 

Sonrasında bu tez çalıĢmasında incelenen ilk model olan izotropik ferromanyetik 

modelde spin baĢına mıknatıslanma ve enerji yoğunluğu D=0, Jx=1, Jy=1, Jz=1 değiĢ-

tokuĢ sabitleri ve Bz=0.5 alan için nümerik türev yöntemiyle MATLAB ortamında aynı 

operatör kullanılarak hesaplanmıĢtır. Aynı Hamiltoniyen ve spin-1/2 örgüsü ile ―ALPS‖ 

açık kaynak kodlu açık kaynak kodlu yazılımı (Loop algoritması) kullanılarak 

termodinamik nicelikler hesaplanmıĢtır. Ġki yöntemin verdiği sonuçlar ıĢığında sistemin 

davranıĢında büyük oranda benzerlik bulunmaktadır. Lokalize dolaĢıklığın alt ve üst 

sınırlarının hesaplanmasında Loop algoritması kullanılmıĢtır. 

Yapılan simülasyonlarda farklı Jx, Jy, Jz, D, T ve Bz parametreleri ile hesaplama yapmak 

için toplam 52 adet iĢ parçacığı kullanılmıĢtır. RAM hafızaya, simülasyondan elde 

edilen sonuçların analizi için ihtiyaç duyulmuĢtur. Data analizi için ―Python 3.6‖ ve 

―Bash Scripting‖ kullanılmıĢtır. DolaĢıklığın alt ve üst sınırları, sıcaklık T‘ye ve dipol-

dipol etkileĢmesi D‘ye bağlı olarak incelenmiĢtir. Bz=0, 0.5, 1, 2 ve 5 harici alanları 

altında D=0, 0.25, 0.5, 0.75, 1, 2 ve 4 dipol-dipol sabitleri, T∈[0, 4] sıcaklık değerleri 

için en yakın komĢular ve n=10 komĢu spin için alt ve üst sınır değerleri 4 model için 

hesaplanmıĢtır. Bu modeller izotropik ferromanyetik XXX modeli, izotropik 

antiferromanyetik XXX modeli, karıĢık AFM-FM XXZ modeli (Jx=Jy=-1, Jz=1) ve 

karıĢık FM-AFM XXZ modelidir (Jx=Jy=1, Jz=-1). 
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Ferromanyetik modelled, Bz=0‘da harici alan altında sıcaklığa bağlı monoton olmayan 

davranıĢ bulunmaktadır. Bu davranıĢ, uyanış fenomeni olarak adlandırılır. Ayrıca D=1 

değerine kadar artan D ile dolaĢıklığın alt sınırının aldığı değerler azalmakta; D>1 için 

D arttıkça alt sınırın aldığı değerler artmaktadır (ġekil 3.11). Bz=0.5 ve Bz=1 harici 

alanları altında, dipol-dipol etkileĢmesinin katkısı (D) arttıkça dolaĢıklığın alt sınırı D = 

2 değerine kadar azalmakta; D>1 için artmaktadır (ġekil 3.12). Bz≥2 harici alan 

değerlerinde D arttıkça en yakın komĢu spinlerin dolaĢıklığının alt sınırının aldığı 

değerler azalmaktadır (ġekil 3.14 ve ġekil 3.15). Üst sınır için tüm harici alanlar altında 

D arttıkça dolaĢıklığın aldığı değer artmaktadır. Harici alanın artıĢı tüm D ler için üst 

sınır değerlerini azaltmaktadır (ġekil 3.16-ġekil 3.19). T=0.1 çok düĢük sıcaklık 

değerinde D=4 için dolaĢıklığın alt sınırı en yakın 20 komĢu spin için incelendiğinde 

dolaĢıklığın miktarında bir değiĢiklik olmadığı görülmektedir (ġekil 3.20(a)). D<4 için 

9.ncu komĢudan itibaren alt sınır sıfıra çok yakın değerler almaktadır. Ayrıca D değeri 

arttıkça uzak dolaĢık çiftlerin sayısı azalmaktadır. T=0.5 için n>4 (ġekil 3.20(b)),  

T=1‘de n>5 (ġekil 3.20(d)) ve T=3.5‘da n>1 (ġekil 3.20(c)) için dolaĢıklığın alt sınırı 

neredeyse sıfıra yaklaĢmaktadır. Ayrıca T=0.5‘de D=4 değerinde alt sınır, n>11‘den 

sonra sıfıra yaklaĢmaktadır. Harici alanın yokluğunda dolaĢıklığın alt sınırının en yakın 

20 komĢu spine göre davranıĢı gösterilmiĢtir. 1>D>0 aralığında artan D değerleri için 

dolaĢıklık miktarı azalmakta iken 4>D>1 aralığında artan D değerleri için dolaĢıklığın 

miktarı artmaktadır. Bu davranıĢ tüm sıcaklık değerleri için geçerlidir. 

Antiferromanyetik modelde en yakın komĢularda, Bz≤1 harici alan değerlerinde, D 

arttıkça alt sınırın aldığı değerler artmaktadır (ġekil 3.31, ġekil 3.32 ve ġekil 3.33). 

Bz=2' de D=0.75'e kadar, artan D ile alt sınır azalmaktadır (ġekil 3.34). D>0.75 için ise 

D arttıkça alt sınır artmaktadır. D=0.75 değeri için uyanıĢ fenomeni gözlenmiĢtir. 

Yüksek alan değeri Bz=5'de iĢler tersine dönmektedir; D değerleri arttıkça alt sınırın 

aldığı değerler azalmaktadır (ġekil 3.35). Bz>0.5 ten sonra D azaldıkça üst sınır 

artmaktadır; harici alan değeri arttıkça maksimum sınır değerleri azalmaktadır (ġekil 

3.37, ġekil 3.38 ve ġekil 3.39). Diğer harici alan değerlerinde ise alt sınır, üst üste 

binerek sıcaklığa göre değiĢiklik göstermemektedir (ġekil 3.36). Diğer komĢu spinler 

için değerlendirme yapıldığında, Bz=0‘da tüm sıcaklıklarda alt sınır artan D ile 

azalmaktadır (ġekil 3.40). Bununla birlikte sıcaklığın artıĢıyla alt sınırın aldığı değerler 

uzak spine göre azalmaktadır. Çok düĢük sıcaklıklarda ise belirli bir n.komĢudan 
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itibaren dolaĢıklığın alt sınırı değiĢmemektedir. Bz=0.5 için D arttıkça uzaklığa göre alt 

sınır değerleri artmaktadır. D=0 için uyanıĢ fenomeni; D=1 tek-çift etkisine benzer etki 

görülmektedir. Bz=2 için D=2 te uyanıĢ fenomeni (ġekil 3.42(c)); D=4 te hem uyanıĢ 

fenomeni hem de tek-çift etkisine benzer etki görülmektedir (ġekil 3.42(d)). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



112 

 

KAYNAKÇA 

Androvitsaneas, P., Fytas, N. G., Paspalakis, E., & Terzis, A. F. (2012). Quantum 

Monte Carlo simulations revisited: The case of anisotropic Heisenberg chains. 

Philosophical Magazine, 92(36), 4649–4656. 

https://doi.org/10.1080/14786435.2012.716200 

Androvitsaneas, P., Paspalakis, E., & Terzis, A. F. (2012). A quantum Monte Carlo 

study of the localizable entanglement in anisotropic ferromagnetic Heisenberg 

chains. Annals of Physics, 327(2), 212–223. 

Androvitsaneas, P., Terzis, A. F., & Paspalakis, E. (2013). Localizable entanglement in 

antiferromagnetic and mixed Heisenberg chains: a quantum Monte Carlo study. 

Quantum Information Processing, 1–10. 

Ansmann, M., Wang, H., Bialczak, R. C., Hofheinz, M., Lucero, E., Neeley, M., … 

Martinis, J. M. (2009). Violation of Bell‘s inequality in Josephson phase qubits. 

Nature, 461(7263), 504–506. Retrieved from 

http://dx.doi.org/10.1038/nature08363 

Arnesen, M. C., Bose, S., & Vedral, V. (2001). Natural thermal and magnetic 

entanglement in the 1D Heisenberg model. Physical Review Letters, 87(1), 17901. 

Arunan, E. (2010). Peter Debye. Resonance, 15(12), 1056–1059. 

Aspect, A., Dalibard, J., & Roger, G. (1982). Experimental test of Bell‘s inequalities 

using time-varying analyzers. Physical Review Letters, 49(25), 1804. 

Aspect, A., Grangier, P., & Roger, G. (1981). Experimental tests of realistic local 

theories via Bell‘s theorem. Physical Review Letters, 47(7), 460. 

Barma, M., & Shastry, B. S. (1978). Classical equivalents of one-dimensional quantum-

mechanical systems. Physical Review B, 18(7), 3351. 

Bell, J. S. (1964). On the einstein podolsky rosen paradox. 

Bennett, C. H., Brassard, G., Popescu, S., Schumacher, B., Smolin, J. A., & Wootters, 

W. K. (1996). Purification of Noisy Entanglement and Faithful Teleportation via 

Noisy Channels. Physical Review Letters, 76(5), 722–725. Retrieved from 

https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.76.722 



113 

 

Bennett, C. H., & DiVincenzo, D. P. (2000). Quantum information and computation. 

Nature, 404(6775), 247. 

Bennett, C. H., DiVincenzo, D. P., Smolin, J. A., & Wootters, W. K. (1996). Mixed-

state entanglement and quantum error correction. Physical Review A, 54(5), 3824–

3851. Retrieved from https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevA.54.3824 

Briegel, H. J., & Raussendorf, R. (2001). Persistent entanglement in arrays of 

interacting particles. Physical Review Letters, 86(5), 910. 

Cancio, A., & Chang, Y.-C. (1995). Polyexcitons and Bound Multiple Excitons in 

Semiconductors Studied by Quantum Monte Carlo Methods+. Chinese Journal of 

Physics, 33(4), 335–361. 

Christensen, B. G., McCusker, K. T., Altepeter, J. B., Calkins, B., Gerrits, T., Lita, A. 

E., … Nam, S. W. (2013). Detection-loophole-free test of quantum nonlocality, 

and applications. Physical Review Letters, 111(13), 130406. 

Clauser, J. F., & Horne, M. A. (1974). Experimental consequences of objective local 

theories. Physical Review D, 10(2), 526. 

Clauser, J. F., Horne, M. A., Shimony, A., & Holt, R. A. (1969). Proposed experiment 

to test local hidden-variable theories. Physical Review Letters, 23(15), 880. 

Cohen, O. (1998). Unlocking hidden entanglement with classical information. Physical 

Review Letters, 80(11), 2493. 

De Raedt, H., & De Raedt, B. (1983). Applications of the generalized Trotter formula. 

Physical Review A, 28(6), 3575. 

Devetak, I., & Winter, A. (2004). Distilling common randomness from bipartite 

quantum states. IEEE Transactions on Information Theory, 50(12), 3183–3196. 

DiVincenzo, D. P., Fuchs, C. A., Mabuchi, H., Smolin, J. A., Thapliyal, A., & 

Uhlmann, A. (1999). Entanglement of assistance. Lecture Notes in Computer 

Science, 247–257. 

Eggert, S., Affleck, I., & Takahashi, M. (1994). Susceptibility of the spin 1/2 

Heisenberg antiferromagnetic chain. Physical Review Letters, 73(2), 332. 

Einstein, A., Podolsky, B., & Rosen, N. (1935). Can quantum-mechanical description of 



114 

 

physical reality be considered complete? Physical Review, 47(10), 777. 

Evertz, H. G., Lana, G., & Marcu, M. (1993). Cluster algorithm for vertex models. 

Physical Review Letters, 70(7), 875. 

Evertz, H. G., & Marcu, M. (1993). The loop-cluster algorithm for the case of the 6 

vertex model. Nuclear Physics B-Proceedings Supplements, 30, 277–280. 

Fortuin, C. M. (1969). Physica (Utrecht) 57, 536 (1972); PW Kasteleyn and CM 

Fortuin. J. Phys. Soc. Jpn. Suppl, 26(11). 

Fortuin, C. M., & Kasteleyn, P. W. (1972). On the random-cluster model: I. 

Introduction and relation to other models. Physica, 57(4), 536–564. 

Freedman, S. J., & Clauser, J. F. (1972). Experimental test of local hidden-variable 

theories. Physical Review Letters, 28(14), 938. 

Giustina, M., Mech, A., Ramelow, S., Wittmann, B., Kofler, J., Beyer, J., … Zeilinger, 

A. (2013). Bell violation using entangled photons without the fair-sampling 

assumption. Nature, 497(7448), 227–230. Retrieved from 

http://dx.doi.org/10.1038/nature12012 

Groblacher, S., Paterek, T., Kaltenbaek, R., Brukner, C., Zukowski, M., Aspelmeyer, 

M., & Zeilinger, A. (2007). An experimental test of non-local realism. Nature, 

446(7138), 871–875. Retrieved from http://dx.doi.org/10.1038/nature05677 

Hammar, P. R., Stone, M. B., Reich, D. H., Broholm, C., Gibson, P. J., Turnbull, M. M., 

… Oshikawa, M. (1999). Characterization of a quasi-one-dimensional spin-1/2 

magnet which is gapless and paramagnetic for g μ B H≲ J and k B T≪ J. Physical 

Review B, 59(2), 1008. 

Handscomb, D. C. (1964). A Monte Carlo method applied to the Heisenberg 

ferromagnet. In Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical 

Society (Vol. 60, pp. 115–122). Cambridge University Press. 

Handsteiner, J., Friedman, A. S., Rauch, D., Gallicchio, J., Liu, B., Hosp, H., … Leung, 

C. (2017). Cosmic Bell test: measurement settings from milky way stars. Physical 

Review Letters, 118(6), 60401. 

Harada, K., & Kawashima, N. (2001). Loop algorithm for Heisenberg models with 

biquadratic interaction and phase transitions in two dimensions. Journal of the 



115 

 

Physical Society of Japan, 70(1), 13–16. 

Harrison, E. R. (2000). Book Review: Cosmology: the science of the universe.-

/Cambridge U Press, 2000. Irish Astronomical Journal, 27, 235. 

helge krack. (2002). Quantum Generations: A History of Physics in the Twentieth 

Century. Princeton, New Jersey, USA: Princeton University Press. 

Hirsch, J. E., Sugar, R. L., Scalapino, D. J., & Blankenbecler, R. (1982). Monte Carlo 

simulations of one-dimensional fermion systems. Physical Review B, 26(9), 5033. 

Huang, Y.-Z., & Su, G. (2017). Quantum Monte Carlo study of the spin-1/2 honeycomb 

Heisenberg model with mixed antiferromagnetic and ferromagnetic interactions in 

external magnetic fields. Physical Review E, 95(5), 52147. 

Hughston, L., Jozsa, R., & K. Wootters, W. (1993). A complete classification of 

quantum ensembles having a given density matrix. Physics Letters A (Vol. 183). 

https://doi.org/10.1016/0375-9601(93)90880-9 

Jian-Wei, P. A. N., Bouwmeester, D., Daniell, M., Weinfurter, H., & Zeilinger, A. 

(2000). Experimental test of quantum nonlocality in three-photon Greenberger-

Horne-Zeilinger entanglement. Nature, 403(6769), 515. 

Jin, B.-Q., & Korepin, V. E. (2004). Localizable entanglement in antiferromagnetic spin 

chains. Physical Review A, 69(6), 62314. Retrieved from 

https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevA.69.062314 

Joyce, G. S. (1972). Phase Transitions and Critical Phenomena. Ed. Domb, C. and 

Green, MS, Academic, New-York, 375. 

Kamta, G. L., & Starace, A. F. (2002). Anisotropy and magnetic field effects on the 

entanglement of a two qubit Heisenberg XY chain. Physical Review Letters, 

88(10), 107901. 

Kawashima, N., Gubernatis, J. E., & Evertz, H. G. (1994). Loop algorithms for quantum 

simulations of fermion models on lattices. Physical Review B, 50(1), 136. 

Laustsen, T., Verstraete, F., & Van Enk, S. J. (2003). Local vs. joint measurements for 

the entanglement of assistance. Quantum Information & Computation, 3(1), 64–83. 

Lidar, D. A., Bacon, D., & Whaley, K. B. (1999). Concatenating decoherence-free 



116 

 

subspaces with quantum error correcting codes. Physical Review Letters, 82(22), 

4556. 

Loh Jr, E. Y., Gubernatis, J. E., Scalettar, R. T., White, S. R., Scalapino, D. J., & Sugar, 

R. L. (1990). Sign problem in the numerical simulation of many-electron systems. 

Physical Review B, 41(13), 9301. 

Magnus, W. (1954). On the exponential solution of differential equations for a linear 

operator. Communications on Pure and Applied Mathematics, 7(4), 649–673. 

Mehra, J., Rechenberg, H. (1982). The historical development of quantum theory. New 

York, USA: Springer-Verlag Inc. 

Metropolis, N., Rosenbluth, A. W., Rosenbluth, M. N., Teller, A. H., & Teller, E. 

(1953). Equation of state calculations by fast computing machines. The Journal of 

Chemical Physics, 21(6), 1087–1092. 

O‘connor, K. M., & Wootters, W. K. (2001). Entangled rings. Physical Review A, 63(5), 

52302. 

Planck Max. (1900). The historical development of quantum theory. Ann. D. Phys., 1, 

719. 

Rosenfeld, W., Burchardt, D., Garthoff, R., Redeker, K., Ortegel, N., Rau, M., & 

Weinfurter, H. (2017). Event-Ready Bell Test Using Entangled Atoms 

Simultaneously Closing Detection and Locality Loopholes. Physical Review 

Letters, 119(1), 10402. 

Rowe, M. A., Kielpinski, D., Meyer, V., & Sackett, C. A. (2001). Experimental 

violation of a Bell‘s inequality with efficient detection. Nature, 409(6822), 791. 

Sakurai, J. J., & Commins, E. D. (1995). Modern quantum mechanics, revised edition. 

AAPT. 

Salart Subils, D., Baas, A., Van Houwelingen, J., Gisin, N., & Zbinden, H. (2008). 

Spacelike separation in a Bell test assuming gravitationally induced collapses. 

Physical Review Letters, 100(220404), 4. 

Sandvik, A. W. (1992). A generalization of Handscomb‘s quantum Monte Carlo 

scheme-application to the 1D Hubbard model. Journal of Physics A: Mathematical 

and General, 25(13), 3667. 



117 

 

Sandvik, A. W. (1997). Finite-size scaling of the ground-state parameters of the two-

dimensional Heisenberg model. Physical Review B, 56(18), 11678. 

Sandvik, A. W., & Kurkijärvi, J. (1991). Quantum Monte Carlo simulation method for 

spin systems. Physical Review B, 43(7), 5950. 

Scalettar, R. T. (1998). World-line quantum Monte Carlo. Quantum Monte Carlo 

Methods in Physics and Chemistry, 525, 65. 

Suzuki, M. (1976a). Generalized Trotter‘s formula and systematic approximants of 

exponential operators and inner derivations with applications to many-body 

problems. Communications in Mathematical Physics, 51(2), 183–190. 

Suzuki, M. (1976b). Relationship between d-dimensional quantal spin systems and (d+ 

1)-dimensional Ising systems: Equivalence, critical exponents and systematic 

approximants of the partition function and spin correlations. Progress of 

Theoretical Physics, 56(5), 1454–1469. 

Suzuki, M. (1977). On the convergence of exponential operators—the Zassenhaus 

formula, BCH formula and systematic approximants. Communications in 

Mathematical Physics, 57(3), 193–200. 

Suzuki, M., Miyashita, S., & Kuroda, A. (1977). Monte Carlo simulation of quantum 

spin systems. I. Progress of Theoretical Physics, 58(5), 1377–1387. 

Swendsen, R. H., & Wang, J.-S. (1987). Nonuniversal critical dynamics in Monte Carlo 

simulations. Physical Review Letters, 58(2), 86. 

Tittel, W., Brendel, J., Gisin, B., Herzog, T., Zbinden, H., & Gisin, N. (1998). 

Experimental demonstration of quantum correlations over more than 10 km. 

Physical Review A, 57(5), 3229. 

Tittel, W., Brendel, J., Zbinden, H., & Gisin, N. (1998). Violation of Bell inequalities 

by photons more than 10 km apart. Physical Review Letters, 81(17), 3563. 

Trotter, H. F. (1959). An elementary proof of the central limit theorem. Archiv Der 

Mathematik, 10(1), 226–234. 

Trotter, H. F. (1959). On the product of semi-groups of operators. Proceedings of the 

American Mathematical Society, 10(4), 545–551. 



118 

 

Van Hove, L. (1958). Von Neumann‘s contributions to quantum theory. Bulletin of the 

American Mathematical Society, 64(3), 95–99. 

Verstraete, F., Popp, M., & Cirac, J. I. (2004). Entanglement versus correlations in spin 

systems. Physical Review Letters, 92(2), 27901. 

Wang, X. (2001). Entanglement in the quantum Heisenberg XY model. Physical Review 

A, 64(1), 12313. 

Wang, X. (2002). Threshold temperature for pairwise and many-particle thermal 

entanglement in the isotropic Heisenberg model. Physical Review A, 66(4), 44305. 

Weihs, G., Jennewein, T., Simon, C., Weinfurter, H., & Zeilinger, A. (1998). Violation 

of Bell‘s inequality under strict Einstein locality conditions. Physical Review 

Letters, 81(23), 5039. 

Wootters, W. K. (1998). Entanglement of formation of an arbitrary state of two qubits. 

Physical Review Letters, 80(10), 2245. 

Zassenhaus, H. (1939). Über Lie‘sche Ringe mit Primzahlcharakteristik. In 

Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Universität Hamburg (Vol. 

13, pp. 1–100). Springer. 

Zheng, S.-B., & Guo, G.-C. (2000). Efficient scheme for two-atom entanglement and 

quantum information processing in cavity QED. Physical Review Letters, 85(11), 

2392. 

Zhou, L., Song, H. S., Guo, Y. Q., & Li, C. (2003). Enhanced thermal entanglement in 

an anisotropic Heisenberg XYZ chain. Physical Review A, 68(2), 24301. 

 

 

 

 

 

 



119 

 

EK –  A 

𝐴1 =
1

2
(𝑒𝐾𝑧 cosh 2𝐾𝑓 cosh 𝐾𝑥 − 𝐾𝑦 + 𝑒−𝐾𝑧 cosh⁡(𝐾𝑥 + 𝐾𝑦)) 

𝐴2 =
1

2
𝑒𝐾𝑥 sinh⁡(𝐾𝑓) cosh 𝐾𝑥 − 𝐾𝑦  

𝐴3 = cosh 𝐾𝑥 cosh 𝐾𝑦 cosh 𝐾𝑧 −
1

4
sinh 𝐾𝑥 sinh 𝐾𝑦 (eKz −2𝐾𝑓 + eKz +2𝐾𝑓

+ 2e−Kz ) 

𝐴4 = −
1

4
sinh 𝐾𝑦 cosh 𝐾𝑥 (eKz−2𝐾𝑓 + eKz +2𝐾𝑓 − 2e−Kz ) 

𝐴5 =
1

2
(𝑒𝐾𝑧 cosh 2𝐾𝑓 sinh 𝐾𝑦 − 𝐾𝑥 + 𝑒−𝐾𝑧 sinh 𝐾𝑦 + 𝐾𝑥 ) 

𝐴6 =
𝑖

2
𝑒𝐾𝑧 sinh 𝐾𝑓 sinh 𝐾𝑦 cosh 𝐾𝑥  

𝐵1 = cosh2 𝑇𝑥𝑦  cosh2 𝑇𝑥𝑧 cosh2 𝑇𝑦𝑧  − sinh2 𝑇𝑥𝑦  sinh2 𝑇𝑥𝑧 sinh2(𝑇𝑦𝑧 ) 

𝐵2 =
i

4
 sinh 2𝑇𝑦𝑧   cosh 2𝑇𝑥𝑧 − cosh 2𝑇𝑥𝑦   

+ sinh 2𝑇𝑥𝑦  sinh 2𝑇𝑥𝑧 cosh 2𝑇𝑦𝑧  ⁡    

𝐵3 =
i

4
 sinh 2𝑇𝑥𝑧   cosh 2𝑇𝑥𝑦  cosh 2𝑇𝑦𝑧  − 1 − sinh 2𝑇𝑥𝑦  sinh 2𝑇𝑦𝑧  ⁡  

𝐵4 =
i

4
 sinh 2𝑇𝑥𝑦   cosh 2𝑇𝑥𝑧  − cosh 2𝑇𝑦𝑧   

+ sinh 2𝑇𝑥𝑦  sinh 2𝑇𝑥𝑧  sinh 2𝑇𝑦𝑧  ⁡  

𝐵5 = cosh2 𝑇𝑥𝑦  cosh2 𝑇𝑥𝑧 sinh2 𝑇𝑦𝑧  − sinh2 𝑇𝑥𝑦  sinh2 𝑇𝑥𝑧 cosh2 𝑇𝑦𝑧  

−
1

2
sinh 2𝑇𝑥𝑦  sinh 2𝑇𝑥𝑧 sinh 2𝑇𝑦𝑧   
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𝐵6 = cosh2 𝑇𝑥𝑦  sinh2 𝑇𝑥𝑧 cosh2 𝑇𝑦𝑧  − sinh2 𝑇𝑥𝑦  cosh2 𝑇𝑥𝑧 sinh2 𝑇𝑦𝑧  

+
1

2
sinh 2𝑇𝑥𝑦  sinh 2𝑇𝑥𝑧 sinh 2𝑇𝑦𝑧   

𝐵7 = −cosh2 𝑇𝑥𝑦  sinh2 𝑇𝑥𝑧 sinh2 𝑇𝑦𝑧  +  sinh2 𝑇𝑥𝑦  sinh2 𝑇𝑥𝑧 cosh2 𝑇𝑦𝑧  

−
1

4
sinh 2𝑇𝑥𝑦  sinh 2𝑇𝑥𝑧 sinh 2𝑇𝑦𝑧   

𝐵8 =
1

4
 sinh 2𝑇𝑥𝑦   cosh 2𝑇𝑥𝑧  + cosh 2𝑇𝑦𝑧   

− cosh 2𝑇𝑥𝑦  sinh 2𝑇𝑥𝑧 sinh 2𝑇𝑦𝑧  ⁡  

𝐵9 =
1

4
 sinh 2𝑇𝑥𝑧   cosh 2𝑇𝑥𝑦  cosh 2𝑇𝑦𝑧  + 1 − sinh 2𝑇𝑥𝑦  sinh 2𝑇𝑦𝑧  ⁡  

𝐵10 =
1

4
 sinh 2𝑇𝑦𝑧   cosh 2𝑇𝑥𝑦  + cosh 2𝑇𝑥𝑧   

− sinh 2𝑇𝑥𝑦  sinh 2𝑇𝑥𝑧 cosh 2𝑇𝑦𝑧  ⁡  

𝐶1𝑟 = −𝐾𝑓𝑇𝑥𝑧  

𝐶1𝑖 = 𝑇𝑦𝑧 (𝐾𝑧 − 𝐾𝑦) 

𝐶2𝑟 = −𝐾𝑓𝑇𝑦𝑧  

𝐶2𝑖 = 𝑇𝑥𝑧 (𝐾𝑧 − 𝐾𝑥) 

𝐶3 = 𝑇𝑥𝑦 (𝐾𝑦 + 𝐾𝑥) 

𝐶4 = −2𝐾𝑓𝑇𝑥𝑦  

𝐶5 = −𝐾𝑧𝑇𝑥𝑦  

𝐶6 = 𝐾𝑓𝑇𝑦𝑧 − 𝐾𝑦𝑇𝑥𝑧  

𝐶7 = −𝐾𝑓𝑇𝑥𝑧  
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EK – B 

𝑂1 = cosh⁡(𝐾𝑧)cosh⁡(𝑔𝑥𝑦𝐾𝑓)cosh⁡(𝐾𝑓)cosh⁡(𝐾𝑥)cosh⁡(𝑇𝑥𝑦 ) 

𝑂2 = sinh⁡(𝐾𝑧)cosh⁡(𝑔𝑥𝑦𝐾𝑓)cosh⁡(𝐾𝑓)cosh⁡(𝐾𝑥)cos(𝑇𝑥𝑦 ) 

𝑂3 = (cosh 𝐾𝑧 + sinh 𝐾𝑧 /4) cos 𝑇𝑥𝑦  cosh 𝐾𝑥 cosh 𝑔𝑥𝑦 𝐾𝑓 sinh 𝐾𝑓 cosh 𝑇𝑥𝑦   

𝑂4 = (cosh 𝐾𝑧 + sinh 𝐾𝑧 /4) cosh 𝐾𝑥 [cos 𝑇𝑥𝑦  eK f sinh 𝑔𝑥𝑦 𝐾𝑓 

+ sin 𝑇𝑥𝑦  e−K f cosh⁡(𝑔𝑥𝑦 𝐾𝑓)] 

𝑂5 = (cosh 𝐾𝑧 + sinh 𝐾𝑧 /4)cosh⁡(𝐾𝑥)[cos 𝑇𝑥𝑦  e−K f sinh 𝑔𝑥𝑦 𝐾𝑓 

− sin 𝑇𝑥𝑦  eK f cosh⁡(𝑔𝑥𝑦 𝐾𝑓)] 

𝑂6 = (cosh 𝐾𝑧 − sinh 𝐾𝑧 /4)cos⁡(𝑇𝑥𝑦 )cosh⁡(𝑔𝑥𝑦 𝐾𝑓)cosh⁡(𝐾𝑓)sinh⁡(𝐾𝑥) 

𝑂7 = − (cosh 𝐾𝑧 + sinh 𝐾𝑧 /4)sin⁡(𝑇𝑥𝑦 )cosh⁡(𝐾𝑥)sinh⁡(𝑔𝑥𝑦 𝐾𝑓)𝑒𝐾𝑓  

𝑂8 = (cosh 𝐾𝑧 + sinh 𝐾𝑧 /4)sin⁡(𝑇𝑥𝑦 )cosh⁡(𝐾𝑥)sinh⁡(𝑔𝑥𝑦 𝐾𝑓)e−K f  
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EK – C 

𝑊 1 = 𝑤1 =  ↑↑  𝑂  ↑↑ = 𝑂1 + 2𝑂4 + 𝑂7 

𝑊 2 = 𝑤2 =  ↑↑  𝑂  ↑↓ = 𝑂9 − 𝑖𝑂10 

𝑊 3 = 𝑤3 =  ↑↑  𝑂  ↓↑ = 𝑂9 − 𝑖𝑂10 

𝑊 4 = 𝑤4 =  ↑↑  𝑂  ↓↓ = 𝑂5 − 𝑂6 + 2𝑖𝑂8 

𝑊 5 = 𝑤5 =  ↑↓  𝑂  ↑↑ = 𝑂9 + 𝑖𝑂10 

𝑊 6 = 𝑤6 =  ↑↓  𝑂  ↑↓ = 𝑂1 − 𝑂7 

𝑊 7 = 𝑤7 =  ↑↓  𝑂  ↓↑ = 𝑂1 − 𝑂7 

𝑊 8 = 𝑤8 =  ↑↓  𝑂  ↓↓ = 𝑂9 − 𝑖𝑂10 

𝑊 9 = 𝑤9 =  ↓↑  𝑂  ↑↑ = 𝑂9 + 𝑖𝑂10 

𝑊 10 = 𝑤10 =  ↓↑  𝑂  ↑↓ = 𝑂5 + 𝑂6 

𝑊 11 = 𝑤11 =  ↓↑  𝑂  ↓↑ = 𝑂5 + 𝑂6 

𝑊 12 = 𝑤12 =  ↓↑  𝑂  ↓↓ = 𝑂9 − 𝑖𝑂10 

𝑊 13 = 𝑤13 =  ↓↓  𝑂  ↑↑ = 𝑂5 − 𝑂6 + 2𝑖𝑂8 

𝑊 14 = 𝑤14 =  ↓↓  𝑂  ↑↓ = −(𝑂9 + 𝑖𝑂10) 

𝑊 15 = 𝑤15 =  ↓↓  𝑂  ↓↑ = −(𝑂9  + 𝑖𝑂10) 

𝑊 16 = 𝑤16 =  ↓↓  𝑂  ↓↓ = 𝑂1 − 2𝑂4 + 𝑂7 
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EK – D 

𝑊 1 = 𝑤1 =  ↑↑  𝑂  ↑↑ = 𝑂1 +
𝑂2

4
+ 𝑂3 + 𝑂8 

𝑊 2 = 𝑤2 =  ↑↑  𝑂  ↑↓ = 0 

𝑊 3 = 𝑤3 =  ↑↑  𝑂  ↓↑ = 0 

𝑊 4 = 𝑤4 =  ↑↑  𝑂  ↓↓ = 𝑂4 

𝑊 5 = 𝑤5 =  ↑↓  𝑂  ↑↑ = 0 

𝑊 6 = 𝑤6 =  ↑↓  𝑂  ↑↓ = 𝑂1 −
𝑂2

4
 

𝑊 7 = 𝑤7 =  ↑↓  𝑂  ↓↑ = 𝑂6 

𝑊 8 = 𝑤8 =  ↑↓  𝑂  ↓↓ = 0 

𝑊 9 = 𝑤9 =  ↓↑  𝑂  ↑↑ = 0 

𝑊 10 = 𝑤10 =  ↓↑  𝑂  ↑↓ = 𝑂6 

𝑊 11 = 𝑤11 =  ↓↑  𝑂  ↓↑ = 𝑂1 −
𝑂2

4
 

𝑊 12 = 𝑤12 =  ↓↑  𝑂  ↓↓ = 0 

𝑊 13 = 𝑤13 =  ↓↓  𝑂  ↑↑ = 𝑂5 

𝑊 14 = 𝑤14 =  ↓↓  𝑂  ↑↓ = 0 

𝑊 15 = 𝑤15 =  ↓↓  𝑂  ↓↑ = 0 

𝑊 16 = 𝑤16 =  ↓↓  𝑂  ↓↓ = 𝑂1 +
𝑂2

4
− 𝑂3 + 𝑂7 
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